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Аннотация: Целью работы является усиление мощности хи-квадрат критерия на малых выборках. 
Актуальность обусловлена тем, что данных биометрии и других ряда других практических приложений 
для классического статистического анализа недостаточно. Предложено воспользоваться средствами 
имитационного моделирования и численно получать плотность распределения значений хи-квадрат 
критерия для малых выборок. При синхронизации интервалов гистограммы с математическим 
ожиданием выборки спектр состояний хи-квадрат становится дискретным. При вычислениях 
удается поддерживать эффект квантовой суперпозиции анализируемых данных, применяя обычные 
компьютеры. В отличие от континуально-квантовых уравнений Шредингера, континуально­
квантовые уравнения Пирсона оказались гораздо более удобными для реализации программными 
методами континуально-квантовой суперпозиции. Сделано предположение, что возможно создать 
усилитель хи-квадрат критерия, позволяющий увеличить его мощность в несколько раз. Дан подсчет 
числа промежуточных данных такого континуально-квантового вычислителя для выборки из 16 
примеров.

Ключевые слова: квантовая суперпозиция, хи-квадрат критерий Пирсона, дискретный спектр 
состояний, статистический анализ малых выборок

THE PERSPECTIVE OF THE USE OF MATHEMATICAL CHI-SQUARE PEARSON 
MOLECULE TO CHECK STATISTICAL HYPOTHESIS IN SMALL ELECTIONS

Abstract: The aim o f the work is to increase the power o f the chi-square criterion on small samples. The 
relevance is due to the fact that data from biometrics and other a number o f other practical applications for  
classical statistical analysis is not enough. It is proposed to use simulation tools and numerically obtain the 
distribution density o f  the chi-square test for small samples. When synchronizing histogram intervals with the 
expectation o f a sample, the spectrum o f chi-square states becomes discrete. In calculations, it is possible to 
maintain the effect o f  quantum superposition o f the analyzed data, using ordinary computers. In contrast to the 
continual-quantum Schrodinger equations, the continual-quantum Pearson equations turned out to be much 
more convenient for the implementation o f the continuum-quantum superposition by the program methods. It 
has been suggested that it is possible to create an amplifier chi-square criterion, which allows to increase its 
power several times. Given the number o f intermediate data o f such a continually quantum calculator for a 
sample o f 16 examples.

Keywords: quantum superposition, Chi-square Pearson criterion, discrete spectrum o f states, statistical 
analysis o f  small samples
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ШАГЫН ІРІКТЕМЕЛЕРДЕ СТАТИСТИКАЛЬЩ ГИПОТЕЗАЛАРДЫ 
ТЕКСЕРУ YШІН ПИРСОН МОЛЕКУЛАСЫНЫЦ МАТЕМАТИКАЛЬЩ 

ХИ-КВАДРАТЫН ПАЙДАЛАНУ ПЕРСПЕКТИВАСЫ

Ацдатпа: Жумыстыц мацсаты шагын іріктемелерде хи-квадрат критерийдщ ^ шін ныгайту. 
Озектілігі биометрияныц жэне басца да практикалыц цосымшалардыц деректері классикалыц 
статистикалыц талдау Yшін жеткіліксіз болганынан шыгады. Шагын іріктемелер Yшін хи- 
квадрат критерий мэндерініц таралу тыгыздыгын сан ретінде алуга имитациялыц модельдеу 
цуралдарын цолдану усынылган. Гистограмма интервалдарын іріктеменіц математикалыц ^т уімен  
синхронизациялау кезінде хи-квадрат ^йлерініц спектрі джкретті болады. Есептеулер кезінде 
талданатын деректердіц кванттыц суперпозиция эффекті кэдімгі компьютерлерді цолданамыз. 
Континуалды-кванттыц суперпозицияны багдарламалыц эдістермен ЖYзеге асыру ушін Шредтгердіц 
континуалды-кванттыц тецдеулеріне цараганда Пирсонныц континуалды-кванттыц тецдеулері 
элдецайда ыцгайлы болып шыцты. Хи-квадрат критерийдщ ^ ш ін  бірнеше ретке жогарылататын 
^шейткішті жасауга болатыны туралы болжам жасалган. 16 мысалдан туратын іріктеме Yшін 
сондай континуалды-кванттыц есептеуіш аралыц деректер санын есептеу берілген.

TYMHdi свздер: кванттыц суперпозиция, Пирсонныц хи-квадрат критериш, ^йлердіц джкреттік 
спектрі, шагын іріктемелердіц статистикалыц талдауы

Критерий хи-квадрат был предлож ен  
Карлом П ирсоном  в 1900 году и по своей сути  
является ф ундаментом соврем енной матема­
тической статистики [1, 2]. Важ нейш им  для 
практики свойством хи-квадрат критерия яв­
ляется простота его вычисления:

( 1),

где N  -  размер тестовой выборки, k -  число

интервалов гистограммы, Р, -  теоретиче­
ская вероятность попадания в i -тый интервал

гистограммы, Ь, -  частота появления данных 
в i -том интервале гистограммы.

П опулярность критерия хи-квадрат о бу­
словлена тем, что для больш их выборок Карл 
П ирсон наш ел аналитическое описание зако­
на распределения значений этого критерия:

(2 ),

где m -  число степеней свободы , Г{ - } -  гам­
ма функция.

Так как мы знаем  число опытов -  N , то 
им еем  возм ож ность выбирать число интерва­
лов гистограммы -  k =  round(N /5) и, соответ­
ственно, определить число степеней свободы  
-  m =k-3. В  итоге, воспользовавш ись соотно­
ш ением (2 ), мож ем найти доверительны е ве­
роятности принятия того или иного статисти­
ческого реш ения [ 1, 2 ].

О сновной проблем ой хи-квадрат крите­
рия является то, что П ирсон нашел асимпто­
тическое реш ение (2 ), применимое для боль­
ш их выборок. Обычно, применяя асимптоти­
ческое реш ение (2 ), стараются использовать  
выборки, им ею щ ие от 200  до  400  опытов. В  
этом  случае удается достаточно надеж но оц е­
нивать вероятности ош ибок первого и второ­
го рода Р: ~ Р2 ~ РЕЕ - 0 .0 1 .

О чевидно, что в ж изни возникает м но­
ж ество ситуаций, когда получить несколько 
сотен опытов технически и/или организаци­
онно невозмож но. Такие ситуации регулярно  
возникают в экономике, медицине, биом ет­
рии, биологии, химии. Н аиболее остро си­
туация складывается в биометрии [3, 4], для 
которой вероятность ош ибок первого рода  
(ош ибочны й отказ в доступ е «С воем у») с о с ­
тавляет ~ 0.05 при допустим ой вероятно­
сти ош ибок второго рода (ош ибочны й про­
пуск «Ч уж ого») Р2 ~ 0.00001 .
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В данной статье авторы пытаются пока­
зать, что огромные вычислительные слож ­
ности «счастливые» игроки преодолевают, 
организовывая на подсознательном уровне  
квантовые вычисления. Естественны е и ис­
кусственные нейронны е сети [5] оказались  
очень удобны  для поддерж ки эффектов кван­
товой суперпозиции.

К лассические квантовые вычисления  
[6 ] и квантовые вычисления нейросетевого  
подсознания игрока в карты [5] имею т много  
общ его. В  связи с этим, по аналогии с плане­
тарной моделью  молекулы водорода, введем  
математическую молекулу П ирсона. О бе эти  
конструкции иллюстрирую тся рисунком 1 .

Рис. 1 -  Планетарная модель молекулы водорода, 
построенная исходя из гипотезы нормального закона 

распределения значений континуума состояний электрона, 
с квантованием данных по 3 орбитам (по 3 столбцам 

гистограммы математической молекулы Пирсона)

В планетарной модели атома водорода  
электрон излучает фотон света, перескакивая 
с одной орбиты на другую . Как следствие, 
спектр (поглощ ения, излучения) водорода со ­
держ ит линии (серии линий). В  левой части  
рисунка 1 даны соответствую щ ие названия 
серий линий спектра водорода.

М атематическая молекула П ирсона не 
долж на точно соответствовать физической  
реальности. Она соответствует некоторому 
приближению  физических процессов, в со ­
ответствии с которыми скорость электронов  
молекулы им еет нормальное распределение  
значений, число орбит равно ш ести и соот­

ветствует гистограмме распределения ско­
ростей  электронов с ш естью  интервалами. 
В сего  математическая молекула им еет число  
электронов, равное числу опытов в тестовой  
выборке, подвергаемой статистическому ана­
лизу.

О чевидно, что таких математических м о­
лекул долж но сущ ествовать множество. Нас 
будут интересовать только математические 
молекулы П ирсона, соответствую щ ие малым  
тестовы м выборкам, для которых предельное  
аналитическое описание (2 ) очень плохо ра­
ботает.

Синтезируя математическую молекулу, 
мы заменили электроны числом опытов и 
функцию пространственно-волнового кван­
тования уравнения Ш редингера на куда более  
простую  функцию пространственного кван­
тования данных, классического построения  
гистограмм. П ри этом уравнения, соответ­
ствую щ ие этим двум конструкциям молекул 
должны  сохранять некоторое подобие.

С ледует отметить то, что при больш их  
объем ах выборки хи-квадрат критерий имеет  
очень много состояний и его спектр действи­
тельно мож но считать непрерывным. Однако 
полож ение меняется, когда объем выборок  
катастрофически падает [6 -8 ]. О дной из при­
чин, по которой ранее не удавалось наблю ­
дать дискретный характер спектра, состоит в 
отсутствии синхронизации м еж ду столбцами  
гистограммы и параметрами выборки. Обыч­
но осущ ествляю т нормирование опытных 
данны х и находят интервал м еж ду макси­
мальным и минимальным значением в тесто­
вой выборке. Д алее вычисляют ш ирину ин­
тервала для нормированной гистограммы. В  
наш ем случае будем  вычислять ш ирину трех  
столбцов гистограммы по следую щ ей ф орм у­
ле:

С инхронизацию  данны х будем  осущ ест­
влять через привязку минимального значения  
выборки к правой границе крайнего правого 
интервала гистограммы. То есть, границы ин-
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тервалов гистограммы зададим  следую щ им  
образом:

{m in (x ), m in (x ) + Д, m in (x ) + 2 Д} (4 )

Тогда молекула П ирсона с 9 электрона­
ми, имею щ ими нормальный закон распреде­
ления, будет иметь дискретный спектр с 64  
возможными дискретными состояниями, ото­
браженны ми в верхней части рисунка 2 .

О чевидно, что увеличение числа опытов 
в анализируемой выборке позволяет услож ­
нить спектр состояний хи-квадрат молекулы  
и одноврем енно снизить вероятность ош ибок  
проверки статистических гипотез. Н а рисунке 
3 даны спектры хи-квадрат молекул с 16 элек­
тронами, случайно размещ аемы х на 3 орби­
талях.

р ( х 2 ) Н о р м а л ь н ы й  з а к о н

р № 2) I 'а в н о м е р в ы н  з а к о н

L .

02

Рис. 3 -  Спектры состояний хи-квадрат молекулы с 
нормальным и равномерным законами распределения 

континуума 16 состояний по 3 уровням

Рис. 2 -  Спектры состояний хи-квадрат молекулы с 
нормальным и равномерным законами распределения 

континуума 9 состояний по 3 уровням

Как видно из ниж ней части рисунка 2, 
спектр состояний хи-квадрат молекулы имеет  
всего 13 состояний, если континнуум внут­
ренних состояний им еет равномерный закон 
распределения значений.

Семь наиболее мощ ных спектральных 
компонент хи-квадрат молекулы с равномер­
ным внутренним спектром, отмечены цифра­
ми значений хи-квадрат в ниж ней части ри­
сунка 2, они появляются с вероятностью 0.965  
(вероятность ош ибки первого рода P t= 0.045). 
Те ж е спектральные компоненты хи-квадрат 
молекулы для нормального закона распре­
делений внутреннего состояния появляются 
с вероятностью 0 .329  (вероятность ош ибки  
второго рода P2= 0.671).

Увеличение числа примеров в выборке до  
16 примеров приводит к незначительному р ос­
ту мощ ности спектральных состояний, отм е­
ченны х в ниж ней части рисунка 3. П ри этом  
вероятность появления 13 состояний с о с ­
тавляет 0.991 (вероятности ош ибок первого  
рода P j=0.009).

Если появление одного из этих 13 состо­
яний считать обнаруж ением  равномерного  
закона, то появление лю бого иного состояния  
для нормального закона будет возникать с ве­
роятностью 0.321 (вероятность ош ибки вто­
рого рода P2=0.679).

Рассм отренное выше реш аю щ ее правило 
примитивно, однако оно позволяет в первом  
приближении найти оценку равновероятных 
ош ибок. Они оказываются сопоставимы:
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0 045+0-671 =  0.358 >  0. 344 =  а 0 0 9 + °-679 
2 2

(5)
В первом приближении мы получили  

подтверж дение давно известного факта о низ­
кой эф фективности хи-квадрат критерия для 
одиночных ациклических вычислительных 
процедур. П очти двукратное увеличение ма­
лой тестовой выборки с 9 до  16 опытов при­
водит к сниж ению  равновероятной ош ибки

Р| ~  Рг ~ ^ее примерно на 5%. Для того, что­
бы сделать ош ибку прием лемой приходится  
многократно увеличивать размеры тестовой  
выборки. В этом  отнош ении ациклические 
квантовые машины имею т возм ож ности, со ­
поставимые с ациклическими машинами, 
рассматривающ ими спектр хи-квадрат крите­
рия как непрерывный [9, 10].

Если попросить человека сравнить спек­
тры в верхней и ниж ней части рисунка 3, то 
человек их никогда не перепутает. То есть

вероятности ош ибок R, ~  Р2 ~  РЕЕ оказыва­
ю тся практически нулевыми. То ж е сам ое от­
носится и к спектрам рисунка 2 , для человека 
эксперта эти спектральные образы абсолю тно  
разные. То есть, мы мож ем заранее обучить  
две нейронны е сети распознаванию двух раз­
ных образов, используя данны е 200  000  опы­
тов [4]. Д алее уж е при меньш ем числе опытов 
мож но проанализировать выходные данны е 
первой и второй нейронной сети и решить, на 
сколько анализируемое распределение близко 
к нормальному или равномерному.

П ри этом будем  исходить из размеров т ес ­
товой выборки в 16 примеров. В  этом случае 
из полной тестовой выборки мож но получить  
достаточно много частных подвы борок мень­

ш его размера по 9 опытов =1144С. Если  
использовать и другие подвыборки, то полу­
чится:

(6)

Если бы все 26 332 были бы независимы, 
то вероятности ош ибок были бы пренебре­
ж имо малы, однако независимость данных, 
получаемых из одной выборки, невозможна. 
Тем не менее, воспользовавшись 26  332 опы­
тами, мы можем построить спектры выходных 
состояний, похожие на спектры, приведенные 
на рисунках 2 и 3 и обучать на этих образах  
искусственные нейронные сети [4]. Сильные 
корреляционные связи в исходных данных не 
мешают, а помогают распознаванию образов  
[8 ].

Заключение
Дискретный спектр состояний хи-квад­

рат молекулы делает эту математическую  
конструкцию перспективной для создания  
квантовых вычислителей, ориентированных  
на работу с малыми тестовы ми выборками. 
П редполож ительно использование перспек­
тивного квантового усилителя м ощ ности  
хи-квадрат критерия позволит снизить тр ебо­
вания к тестовой выборке с 2000  примеров до  
20  примеров при сохранении тех ж е вероят­
ностей ош ибок первого и второго рода.

Ещ е одним важным моментом рассм от­
ренной темы является то, что трехуровневая  
молекула П ирсона является некоторым ана­
логом физически сущ ествую щ ей молекулы  
водорода. То есть уравнения П ирсона (1) и
(2 ) и уравнение Ш редингера являются топ о­
логическими аналогами. Однако континуаль­
но-квантовое уравнение хи-квадрат П ирсона  
намного удобн ее для реализации квантового 
вычислителя, чем уравнение Ш редингена. 
М оделировать уравнение Ш редингера при 9 и 
16 электронах намного слож нее, чем м одели­
ровать уравнения хи-квадрат П ирсона.

То, что для уравнения Ш редингера уда­
лось построить более удобны й для реализа­
ции математический аналог в виде уравнений  
П ирсона, является важным шагом в проекти­
ровании перспективных квантовых вычисли­
телей.
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