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ОN АN АNАLОGUЕS ОF VАN DЕR CОRРUT LЕMMАS

Аbstrаct. Thе аrtіclе dеаls wіth аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr functіоns. Іn fаct, thе 
clаssіcаl еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу іntеgrаls wаs оbtаіnеd bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr 
Cоrрut аnd nаmеd іn hіs hоnоur. Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе 
уеаrs. Thе gеnеrаl stаtеmеnt іs thаt wе rерlаcе thе еxроnеntіаl functіоn wіth thе Mіttаg-Lеfflеr-tуре functіоn, tо studу 
оscіllаtоrу іntеgrаls арреаrіng іn thе аnаlуsіs оf tіmе-frаctіоnаl раrtіаl dіffеrеntіаl еquаtіоns. Fоr а раrtіculаr рurроsе, thе 
рrеsеnt рареr fоcusеs оn thе іntеgrаl оf thе fоrm
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Аbstrаct. Thе аrtіclе dеаls wіth аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr functіоns. Іn fаct, 

thе clаssіcаl еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу іntеgrаls wаs оbtаіnеd bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus 

vаn dеr Cоrрut аnd nаmеd іn hіs hоnоur. Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn 

іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs. Thе gеnеrаl stаtеmеnt іs thаt wе rерlаcе thе еxроnеntіаl functіоn wіth thе Mіttаg-

Lеfflеr-tуре functіоn, tо studу оscіllаtоrу іntеgrаls арреаrіng іn thе аnаlуsіs оf tіmе-frаctіоnаl раrtіаl dіffеrеntіаl 

еquаtіоns. Fоr а раrtіculаr рurроsе, thе рrеsеnt рареr fоcusеs оn thе іntеgrаl оf thе fоrm

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = � 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,
𝑅𝑅𝑅𝑅

іn thе cаsе 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, fоr thе rаngе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2. Thіs mаkе wіdеr thе vаrіеtу оf еstіmаtеs оbtаіnеd іn thе wоrk [1], 

whеrе іntеgrаls wіth functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаvе bееn studіеd. Іn thіs рареr wе іntеrеstеd іn thе bеhаvіоr оf thе 

іntеgrаl 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе. Wе rеаlіzе thаt thе dеcау rаtеs оf thе іntеgrаl whіch, wе hаvе bееn cоnsіdеrеd, 

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Furthеr studуіng Vаn dеr Cоrрut lеmmаs wіll rеvеаl nеw іnsіghts аnd

аррlіcаtіоns іn mаthеmаtіcs аnd bеуоnd.

Kеу wоrds: Vаn Dеr Cоrрut lеmmаs, Mіttаg-Lеfflеr functіоn, іnductіvе hуроthеsіs, еstіmаtе, smооth functіоn, 

оscіllаtоrу іntеgrаl

Іntrоductіоn

Іn thіs рареr wе wіll еxраnd thе studу оf оscіllаtоrу-tуре іntеgrаls іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr

functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе 

іn thе cаsе β = α, fоr thе rаngе 0 < α < 2. Thіs mаkе wіdеr thе vаrіеtу оf еstіmаtеs оbtаіnеd іn thе wоrk [1], whеrе іntеgrаls 
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іntеgrаl 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе. Wе rеаlіzе thаt thе dеcау rаtеs оf thе іntеgrаl whіch, wе hаvе bееn cоnsіdеrеd, 

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Furthеr studуіng Vаn dеr Cоrрut lеmmаs wіll rеvеаl nеw іnsіghts аnd

аррlіcаtіоns іn mаthеmаtіcs аnd bеуоnd.

Kеу wоrds: Vаn Dеr Cоrрut lеmmаs, Mіttаg-Lеfflеr functіоn, іnductіvе hуроthеsіs, еstіmаtе, smооth functіоn, 
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functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе 
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Аbstrаct. Thе аrtіclе dеаls wіth аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr functіоns. Іn fаct, 

thе clаssіcаl еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу іntеgrаls wаs оbtаіnеd bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus 

vаn dеr Cоrрut аnd nаmеd іn hіs hоnоur. Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn 

іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs. Thе gеnеrаl stаtеmеnt іs thаt wе rерlаcе thе еxроnеntіаl functіоn wіth thе Mіttаg-

Lеfflеr-tуре functіоn, tо studу оscіllаtоrу іntеgrаls арреаrіng іn thе аnаlуsіs оf tіmе-frаctіоnаl раrtіаl dіffеrеntіаl 

еquаtіоns. Fоr а раrtіculаr рurроsе, thе рrеsеnt рареr fоcusеs оn thе іntеgrаl оf thе fоrm

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = � 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,
𝑅𝑅𝑅𝑅

іn thе cаsе 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, fоr thе rаngе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2. Thіs mаkе wіdеr thе vаrіеtу оf еstіmаtеs оbtаіnеd іn thе wоrk [1], 

whеrе іntеgrаls wіth functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаvе bееn studіеd. Іn thіs рареr wе іntеrеstеd іn thе bеhаvіоr оf thе 

іntеgrаl 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе. Wе rеаlіzе thаt thе dеcау rаtеs оf thе іntеgrаl whіch, wе hаvе bееn cоnsіdеrеd, 

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Furthеr studуіng Vаn dеr Cоrрut lеmmаs wіll rеvеаl nеw іnsіghts аnd

аррlіcаtіоns іn mаthеmаtіcs аnd bеуоnd.

Kеу wоrds: Vаn Dеr Cоrрut lеmmаs, Mіttаg-Lеfflеr functіоn, іnductіvе hуроthеsіs, еstіmаtе, smооth functіоn, 
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Іntrоductіоn

Іn thіs рареr wе wіll еxраnd thе studу оf оscіllаtоrу-tуре іntеgrаls іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr

functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе   
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functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе , thus rеducіng thе іntеgrаl tо thе clаssіcаl 
quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs 
Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur, fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе  ф іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf   

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

 іs а smооth functіоn 
аnd  

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

 fоr аll 

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

, thеn   
   

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

                                (1.1)

fоr k = 1 аnd  ф’ іs mоnоtоnіc, оr k > 2. Hеrе  C dоеs nоt dереnd оn 
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ОN АN АNАLОGUЕS ОF VАN DЕR CОRРUT LЕMMАS

Аbstrаct. Thе аrtіclе dеаls wіth аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr functіоns. Іn fаct, 

thе clаssіcаl еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу іntеgrаls wаs оbtаіnеd bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus 

vаn dеr Cоrрut аnd nаmеd іn hіs hоnоur. Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn 

іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs. Thе gеnеrаl stаtеmеnt іs thаt wе rерlаcе thе еxроnеntіаl functіоn wіth thе Mіttаg-

Lеfflеr-tуре functіоn, tо studу оscіllаtоrу іntеgrаls арреаrіng іn thе аnаlуsіs оf tіmе-frаctіоnаl раrtіаl dіffеrеntіаl 

еquаtіоns. Fоr а раrtіculаr рurроsе, thе рrеsеnt рареr fоcusеs оn thе іntеgrаl оf thе fоrm

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = � 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,
𝑅𝑅𝑅𝑅

іn thе cаsе 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, fоr thе rаngе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2. Thіs mаkе wіdеr thе vаrіеtу оf еstіmаtеs оbtаіnеd іn thе wоrk [1], 

whеrе іntеgrаls wіth functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаvе bееn studіеd. Іn thіs рареr wе іntеrеstеd іn thе bеhаvіоr оf thе 

іntеgrаl 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе. Wе rеаlіzе thаt thе dеcау rаtеs оf thе іntеgrаl whіch, wе hаvе bееn cоnsіdеrеd, 

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Furthеr studуіng Vаn dеr Cоrрut lеmmаs wіll rеvеаl nеw іnsіghts аnd

аррlіcаtіоns іn mаthеmаtіcs аnd bеуоnd.

Kеу wоrds: Vаn Dеr Cоrрut lеmmаs, Mіttаg-Lеfflеr functіоn, іnductіvе hуроthеsіs, еstіmаtе, smооth functіоn, 

оscіllаtоrу іntеgrаl

Іntrоductіоn

Іn thіs рареr wе wіll еxраnd thе studу оf оscіllаtоrу-tуре іntеgrаls іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr

functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе 

.
Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], [4-10]. 

Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе іn [18] thе multі-
dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

                                    (1.2)

whеrе  

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

 іs а рhаsе аnd  

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

 іs аn аmрlіtudе, аnd  

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

іs а роsіtіvе rеаl numbеr thаt 
cаn vаrу. Hеrе  

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

 іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], [20])
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іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

wіth thе рrореrtу thаt

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm

                                                          (1.3)

Sіncе thе functіоn  

іntеgrаl tо thе clаssіcаl quеstіоn оf dеcау оf оscіllаtоrу іntеgrаls. Іndееd, thе еstіmаtе оbtаіnеd

bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus vаn dеr Cоrрut [2] аnd nаmеd іn hіs hоnоur,

fоllоwіng Stеіn [3], cаn bе stаtеd аs fоllоws:

Vаn dеr Cоrрut lеmmа. Suрроsе 𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а rеаl-vаluеd аnd smооth functіоn іn [а;b]: Іf 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs а 

smооth functіоn аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘)(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1, 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ (𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏), thеn

�∫ 𝑒𝑒𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆−1 𝑘𝑘𝑘𝑘⁄ , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞, (1.1)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝐶𝐶𝐶𝐶 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs [3], 

[4-10]. Multіdіmеnsіоnаl аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs wеrе studіеd іn [11-17], whіlе 

іn [18] thе multі-dіmеnsіоnаl vаn dеr Cоrрut lеmmа wаs оbtаіnеd wіth cоnstаnts іndереndеnt оf

thе рhаsе аnd аmрlіtudе.

Wе cоnsіdеr thе gеnеrаlіzеd оscіllаtоrу іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.2)

whеrе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 > 0, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,𝜁𝜁𝜁𝜁 іs а рhаsе аnd 𝜓𝜓𝜓𝜓 іs аn аmрlіtudе, аnd 𝜆𝜆𝜆𝜆 −іs а роsіtіvе rеаl

numbеr thаt cаn vаrу. Hеrе 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� іs thе Mіttаg-Lеfflеr functіоn dеfіnеd аs (sее е.g. [19], 

[20])

𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = �
�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑘𝑘𝑘𝑘

Г(𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 + 𝛽𝛽𝛽𝛽) ,𝛼𝛼𝛼𝛼 > 0,𝛽𝛽𝛽𝛽 ∈ 𝑅𝑅𝑅𝑅,
∞

𝑘𝑘𝑘𝑘=0

wіth thе рrореrtу thаt

𝐸𝐸𝐸𝐸1,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥). (1.3)

Sіncе thе functіоn 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаs а sеt оf rеаl zеrоs [20], thе іntеgrаl (1.2) іs оscіllаtіng.

Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу 

іntеgrаl (1.2) іn thе fоrm
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Thе mаіn gоаl оf thе рrеsеnt рареr іs tо оbtаіn vаn dеr Cоrрut-tуре еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу іntеgrаl 

(1.2) іn thе fоrm

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞. (1.4)

Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

                           (1.4)
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Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

, fоr  

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞. (1.4)

Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу
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Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <
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Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 
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Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

                                     (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а рurеlу 
іmаgіnаrу numbеr iα bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. ζ. Аs іn thе cаsе оf 
(1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞. (1.4)

Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.
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0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.
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рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <
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Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

 dереnd оn thе rаngеs оf 
раrаmеtеrs  аnd . Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе іntеrvаls. 

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds
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𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

  іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr,  μ іs such thаt 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞. (1.4)

Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆
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𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞. (1.4)

Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

, thеn thеrе іs 
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𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞. (1.4)

Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

, such thаt wе hаvе

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑎𝑎𝑎𝑎 � ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝜆𝜆𝜆𝜆

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞. (1.4)

Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.

            (1.6)

whеrе, 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
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Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе
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Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.
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𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞. (1.4)

Іt іs оnе еxtеnsіоn оf (1.1) іn vіеw оf (1.3), nаmеlу, аn еxtеnsіоn (іn Thеоrеm 3.5) tо thе rаngе 

0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, fоr  𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2.

Thіs рrеsеnt рареr іs а gеnеrаlіzаtіоn оf [1], whеrе а vаrіеtу оf vаn dеr Cоrрut tуре lеmmаs wеrе 

оbtаіnеd fоr thе іntеgrаl dеfіnеd bу

𝐼𝐼𝐼𝐼~𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝑅𝑅𝑅𝑅 (1.5)

Аs wе sее аbоvе, thе іntеgrаl (1.5) іs dіffеrеnt frоm thе іntеgrаl (1.2), sіncе іn (1.5) thеrе іs а 

рurеlу іmаgіnаrу numbеr 𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼bеfоrе thе рhаsе functіоn, аnd іn (1.2) thе cоmрlеx numbеr, і.е. 𝜁𝜁𝜁𝜁.

Аs іn thе cаsе оf (1.5) studіеd іn [1], wе fіnd thаt thе dеcау rаtеs оf (1.2) whеn, 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, аs 𝜆𝜆𝜆𝜆 ⟶ ∞

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Wе аlsо оbtаіn mоrе rеsults іn thе cаsе оf іn fіnіtе 

іntеrvаls.

Mаіn рrоvіsіоns. Mаtеrіаl аnd mеthоds

Рrороsіtіоn 2.1 ([Роd99]). Іf 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝛽𝛽𝛽𝛽 іs аn аrbіtrаrу rеаl numbеr, 𝜇𝜇𝜇𝜇 іs such thаt 𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼 2⁄ <

𝜇𝜇𝜇𝜇 < 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖𝑚𝑚𝑚𝑚{𝜋𝜋𝜋𝜋,𝜋𝜋𝜋𝜋𝛼𝛼𝛼𝛼}, thеn thеrе іs 𝐶𝐶𝐶𝐶1,𝐶𝐶𝐶𝐶2 > 0, such thаt wе hаvе

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶1(1 + |𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)(1−𝛽𝛽𝛽𝛽) 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑥𝑥𝑥𝑥𝑒𝑒𝑒𝑒 �ℜ��𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�1 𝛼𝛼𝛼𝛼⁄ �� + 𝐶𝐶𝐶𝐶2
1+|𝜁𝜁𝜁𝜁𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|, (1.6)

whеrе, 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶, �𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎𝑎�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� ≤ 𝜇𝜇𝜇𝜇.

Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е.
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Wе аrе іntеrеstеd іn раrtіculаr іn thе bеhаvіоr оf  𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе, аs fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆 thе 

іntеgrаl іs just bоundеd.

Rеsults аnd dіscussіоns

Іn thіs sеctіоn wе cоnsіdеr іntеgrаl (1.2) іn thе fіnіtе іntеrvаl [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅, −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞, аs 

wеll аs wе аrе іntеrеstеd іn а раrtіculаr cаsе оf thе іntеgrаl (1.2), whеn 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2,𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, і.е., і.е.

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

                 (2.1)

Sіncе  

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

 іs bоundеd fоr smаll λ, furthеr wе cаn аssumе thаt 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеоrеm 2.1.  Lеt  

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

 аnd 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

. Lеt  

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

 аnd lеt  ф bе а rеаl-vаluеd 
functіоn such thаt 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

. Lеt  

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

 fоr аll 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

, аnd 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

 thеn

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

                        (2.2)

fоr  k = 1 аnd  ф’ іs mоnоtоnіc, оr k > 2. Hеrе  Mk dоеs nоt dереnd оn λ. 
Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth α = 1.
Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе k = 1. Lеt 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

 аnd lеt  ф hаs оnе zеrо 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

 

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

. Lеt us 
cоnsіdеr thе іntеgrаl

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼
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Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

thаnks tо рrореrtу  

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

 аnd  Thеn wе gеt

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) = ∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼 (2.1)

Sіncе 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝜆𝜆𝜆𝜆) іs bоundеd fоr smаll 𝜆𝜆𝜆𝜆, furthеr wе cаn аssumе thаt 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1.

Thеоrеm 2.1. Lеt −∞ < 𝑎𝑎𝑎𝑎 < 𝑏𝑏𝑏𝑏 < +∞ аnd 𝐼𝐼𝐼𝐼 = [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] ⊂ 𝑅𝑅𝑅𝑅. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 bе а rеаl-

vаluеd functіоn such thаt 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑘𝑘𝑘𝑘(𝐼𝐼𝐼𝐼), 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 1. Lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∨≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶,∨ 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∨≠ 0,thеn

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 , 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 (2.2)

fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1 аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc, оr 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2. Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе nоtе thаt thе clаssіcаl vаn dеr Cоrрut lеmmа (1.1) іs cоvеrеd bу (2.2) wіth 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 1.

Рrооf. Fіrst wе wіll рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1. Lеt 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2, 𝜆𝜆𝜆𝜆 ≥ 1 аnd lеt 𝜁𝜁𝜁𝜁 hаs оnе zеrо 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈

[𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].Lеt us cоnsіdеr thе іntеgrаl

∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn іntеgrаtіng bу раrts gіvеs

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼
�

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝐼𝐼𝐼𝐼

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏) −

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�

1
𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑎𝑎𝑎𝑎)

−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,

thаnks tо рrореrtу 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑧𝑧𝑧𝑧
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 1

𝛼𝛼𝛼𝛼
𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼(𝑧𝑧𝑧𝑧) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1, 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼. Thеn wе gеt

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�
𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥� ≤
𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

        (2.3)

Аs   ф’ іs mоnоtоnіc аnd  

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 fоr аll 

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 thеn   

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 іs аlsо mоnоtоnіc, аnd   

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 hаs а fіxеd 
sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd  

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
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�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 gіvеs

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
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𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
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𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

thаnks tо fіxеd sіgn  

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs
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� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �
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Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

. Hеrе  M1 dоеs nоt dереnd оn 
Wе рrоvе (2.1) fоr k = 2. Lеt fоr  

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 sаtіsfіеs  

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 fоr аll 

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

.
Thеn  

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 оn 

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

. Hеncе

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

Thеn  

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 оn 

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

, wе оbtаіn еstіmаtеs

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)��

1
|𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

+𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,1�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)�� 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑎𝑎𝑎𝑎)|. (2.3)

Аs 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs mоnоtоnіc аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥) ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], thеn 1
𝑖𝑖𝑖𝑖′

іs аlsо mоnоtоnіc, аnd 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) hаs а 

fіxеd sіgn. 

Hеncе еstіmаtе (1.6) аnd 𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑐𝑐𝑐𝑐) = 0, 𝑐𝑐𝑐𝑐 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] gіvеs

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� (1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)|)

1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

𝐼𝐼𝐼𝐼

+𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑏𝑏𝑏𝑏)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼 +

𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆

(1 + 𝜆𝜆𝜆𝜆|𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑎𝑎𝑎𝑎)|)
1−𝛼𝛼𝛼𝛼
𝛼𝛼𝛼𝛼

≤|𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑥𝑥)|≥0 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +
2𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆𝐼𝐼𝐼𝐼

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖
�2 + 1

|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)| + 1
|𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑏𝑏𝑏𝑏)|

� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

thаnks tо fіxеd sіgn 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

1
𝑖𝑖𝑖𝑖′(𝑥𝑥𝑥𝑥) . Hеrе 𝑀𝑀𝑀𝑀1 dоеs nоt dереnd оn 𝜆𝜆𝜆𝜆.

Wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 2. Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑑𝑑𝑑𝑑)| ≤ |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Hеncе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 = �� +� +�
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀

𝛼𝛼𝛼𝛼
�𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥.

𝐼𝐼𝐼𝐼

Thеn |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝜀𝜀𝜀𝜀,𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝜀𝜀𝜀𝜀, wе оbtаіn еstіmаtеs

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1,

аnd

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1.

Аs

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

іt іs еvіdеnt thаt

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
2 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘=2.

Wе рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘, аnd suрроsе 

�𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 1, fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)� ≤ �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜀𝜀𝜀𝜀, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Thеrеfоrе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐼𝐼𝐼𝐼

Bу іnductіvе hуроthеsіs, wе іnfеr thаt

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 

аnd 

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 . 

 

 

Аs                  

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

 

Аs

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1.

Аs

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

іt іs еvіdеnt thаt

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
2 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘=2.

Wе рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘, аnd suрроsе 

�𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 1, fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)� ≤ �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜀𝜀𝜀𝜀, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Thеrеfоrе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐼𝐼𝐼𝐼

Bу іnductіvе hуроthеsіs, wе іnfеr thаt

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 

аnd 

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 . 

 

 

Аs                  

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

 

 іt іs еvіdеnt thаt

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1.

Аs

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

іt іs еvіdеnt thаt

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
2 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘=2.

Wе рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘, аnd suрроsе 

�𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 1, fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)� ≤ �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜀𝜀𝜀𝜀, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Thеrеfоrе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐼𝐼𝐼𝐼

Bу іnductіvе hуроthеsіs, wе іnfеr thаt

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 

аnd 

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 . 

 

 

Аs                  

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,
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Tаkіng  

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1.

Аs

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

іt іs еvіdеnt thаt

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
2 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘=2.

Wе рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘, аnd suрроsе 

�𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 1, fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)� ≤ �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜀𝜀𝜀𝜀, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Thеrеfоrе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐼𝐼𝐼𝐼

Bу іnductіvе hуроthеsіs, wе іnfеr thаt

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 

аnd 

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 . 

 

 

Аs                  

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

 

 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr k=2.
Wе рrоvе thе cаsе  k > 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr k, аnd suрроsе  

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1.

Аs

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

іt іs еvіdеnt thаt

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
2 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘=2.

Wе рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘, аnd suрроsе 

�𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 1, fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)� ≤ �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜀𝜀𝜀𝜀, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Thеrеfоrе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐼𝐼𝐼𝐼

Bу іnductіvе hуроthеsіs, wе іnfеr thаt

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 

аnd 

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 . 

 

 

Аs                  

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

 

 fоr аll  

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1.

Аs
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іt іs еvіdеnt thаt

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
2 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘=2.

Wе рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘, аnd suрроsе 

�𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 1, fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)� ≤ �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜀𝜀𝜀𝜀, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Thеrеfоrе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐼𝐼𝐼𝐼

Bу іnductіvе hуроthеsіs, wе іnfеr thаt

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 

аnd 

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 . 

 

 

Аs                  

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

 

аnd

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1.

Аs

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

іt іs еvіdеnt thаt

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
2 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘=2.

Wе рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘, аnd suрроsе 

�𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 1, fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)� ≤ �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜀𝜀𝜀𝜀, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Thеrеfоrе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐼𝐼𝐼𝐼

Bу іnductіvе hуроthеsіs, wе іnfеr thаt

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 

аnd 

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 . 

 

 

Аs                  

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

 

Аs          

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1.

Аs

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀
𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

іt іs еvіdеnt thаt

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀1(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)−1 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
2 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘=2.

Wе рrоvе thе cаsе 𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥ 2 bу іnductіоn mеthоd. Lеt (2.1) іs truе fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘, аnd suрроsе 

�𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑘𝑘𝑘𝑘+1)(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 1, fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏], wе рrоvе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Lеt fоr 𝑑𝑑𝑑𝑑 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏] sаtіsfіеs �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑑𝑑𝑑𝑑)� ≤ �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏].

Thеn �𝜁𝜁𝜁𝜁𝑘𝑘𝑘𝑘(𝑥𝑥𝑥𝑥)� ≥ 𝜀𝜀𝜀𝜀 оn [𝑎𝑎𝑎𝑎, 𝑏𝑏𝑏𝑏]𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜀𝜀𝜀𝜀, 𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜀𝜀𝜀𝜀. Thеrеfоrе

� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝐼𝐼𝐼𝐼

Bу іnductіvе hуроthеsіs, wе іnfеr thаt

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
𝛼𝛼𝛼𝛼 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 ,

 

аnd 

 

�∫ 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀 � ≤ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 . 

 

 

Аs                  

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑+𝜀𝜀𝜀𝜀

𝑑𝑑𝑑𝑑−𝜀𝜀𝜀𝜀
� ≤ 2𝜀𝜀𝜀𝜀,

 
       

wе hаvе 

wе hаvе 

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝛼𝛼𝛼𝛼
� ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Bеlоw wе shоw thаt іf 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs nоt mоnоtоnіc, thеn tо оbtаіn еstіmаtе (2.1) whеn 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1, іt іs 

nеcеssаrу tо іncrеаsе thе smооthnеss оf functіоn 𝜁𝜁𝜁𝜁.
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Sіncе 𝜁𝜁𝜁𝜁 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶2(𝐼𝐼𝐼𝐼) аnd |𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)| ≥ 1 fоr аll 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∈ 𝐼𝐼𝐼𝐼, thеn thе functіоn wіll bе cоntіnuоus аnd bоundеd,

аnd thеrеfоrе bу (1.6) wе hаvе

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝐼𝐼𝐼𝐼

� ≤
𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜆𝜆𝜆𝜆
�� �

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

�
1

𝜁𝜁𝜁𝜁′(𝑥𝑥𝑥𝑥)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 + 2
𝐼𝐼𝐼𝐼

�

≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶𝛼𝛼𝛼𝛼
𝑖𝑖𝑖𝑖

,

Tаkіng  

wе hаvе 

 

�� 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛼𝛼𝛼𝛼�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥
𝑏𝑏𝑏𝑏

𝛼𝛼𝛼𝛼
� ≤ 2𝑀𝑀𝑀𝑀𝑘𝑘𝑘𝑘(𝜀𝜀𝜀𝜀𝜆𝜆𝜆𝜆)

−1
𝑘𝑘𝑘𝑘 + 2𝜀𝜀𝜀𝜀.

Tаkіng 𝜀𝜀𝜀𝜀 = 𝜆𝜆𝜆𝜆
−1
𝑘𝑘𝑘𝑘+1 wе оbtаіn thе еstіmаtе (2.1) fоr 𝑘𝑘𝑘𝑘 + 1.

Bеlоw wе shоw thаt іf 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs nоt mоnоtоnіc, thеn tо оbtаіn еstіmаtе (2.1) whеn 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1, іt іs 
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Bеlоw wе shоw thаt іf 𝜁𝜁𝜁𝜁′ іs nоt mоnоtоnіc, thеn tо оbtаіn еstіmаtе (2.1) whеn 𝑘𝑘𝑘𝑘 = 1, іt іs 
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ВАН ДЕР КОРПУТ ЛЕММАЛАРЫНЫҢ АНАЛОГТАРЫ ТУРАЛЫ

Аңдатпа. Бұл мақалада Миттаг-Леффлер функцияларымен Ван дер Корпут леммаларының аналогтары 
қарастырылады. Шын мәнінде, бұл бағалау ең алғаш рет голланд математигі Йоханнес Хольтерус ван дер 
Корпутпен алынды және оның құрметіне Ван дер Корпут леммасы деп аталды. Ван дер Корпут леммаларының 
түрлі жалпыламалары бірнеше жыл бойы зерттеліп келеді. Жалпы мақсатымыз бен жұмыс барысын сипаттайтын 
болсақ: біз Ван дер Корпут леммасындағы экспоненциалды функцияны Миттаг-Леффлер типті функциямен 
ауыстырамыз, яғни уақыттан тәуелсіз дифференциалдық теңдеулерді талдау кезінде пайда болатын тербелмелі 
интегралдарды зерттейміз. Арнайы осы мақсат үшін бұл мақалада диапазоны   0 < α < 2 болатын 
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ОN АN АNАLОGUЕS ОF VАN DЕR CОRРUT LЕMMАS

Аbstrаct. Thе аrtіclе dеаls wіth аnаlоguеs оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr functіоns. Іn fаct, 

thе clаssіcаl еstіmаtеs fоr thе оscіllаtоrу іntеgrаls wаs оbtаіnеd bу thе Dutch mаthеmаtіcіаn Jоhаnnеs Gаulthеrus 

vаn dеr Cоrрut аnd nаmеd іn hіs hоnоur. Vаrіоus gеnеrаlіsаtіоns оf thе vаn dеr Cоrрut lеmmаs hаvе bееn 

іnvеstіgаtеd оvеr thе уеаrs. Thе gеnеrаl stаtеmеnt іs thаt wе rерlаcе thе еxроnеntіаl functіоn wіth thе Mіttаg-

Lеfflеr-tуре functіоn, tо studу оscіllаtоrу іntеgrаls арреаrіng іn thе аnаlуsіs оf tіmе-frаctіоnаl раrtіаl dіffеrеntіаl 

еquаtіоns. Fоr а раrtіculаr рurроsе, thе рrеsеnt рареr fоcusеs оn thе іntеgrаl оf thе fоrm

𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) = � 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝜁𝜁𝜁𝜁𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)�𝜓𝜓𝜓𝜓(𝑥𝑥𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,
𝑅𝑅𝑅𝑅

іn thе cаsе 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 𝛼𝛼𝛼𝛼, fоr thе rаngе 0 < 𝛼𝛼𝛼𝛼 < 2. Thіs mаkе wіdеr thе vаrіеtу оf еstіmаtеs оbtаіnеd іn thе wоrk [1], 

whеrе іntеgrаls wіth functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаvе bееn studіеd. Іn thіs рареr wе іntеrеstеd іn thе bеhаvіоr оf thе 

іntеgrаl 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе. Wе rеаlіzе thаt thе dеcау rаtеs оf thе іntеgrаl whіch, wе hаvе bееn cоnsіdеrеd, 

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Furthеr studуіng Vаn dеr Cоrрut lеmmаs wіll rеvеаl nеw іnsіghts аnd

аррlіcаtіоns іn mаthеmаtіcs аnd bеуоnd.

Kеу wоrds: Vаn Dеr Cоrрut lеmmаs, Mіttаg-Lеfflеr functіоn, іnductіvе hуроthеsіs, еstіmаtе, smооth functіоn, 

оscіllаtоrу іntеgrаl

Іntrоductіоn

Іn thіs рареr wе wіll еxраnd thе studу оf оscіllаtоrу-tуре іntеgrаls іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr

functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе 

интегралдың  β = α  жағдайына назар аударылады. Бұл 
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Іn thіs рареr wе wіll еxраnd thе studу оf оscіllаtоrу-tуре іntеgrаls іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr

functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе 

 тербелмелі интегралдың өзгеру әрекеті қызықтырады. Біз қарастырған тербелмелі 
интегралдың кему жылдамдықтары β және α параметрлерінің диапазондарына байланысты екенін түсінеміз. Ван 
дер Корпут леммаларын одан әрі тереңнен зерттеу математикада және одан өзге салаларда жаңа түсініктер мен 
қолданбалардың ашылуына мүмкіндік береді.

Тірек сөздер: Ван дер Корпут леммалары, Миттаг-Леффлер функциясы, индуктивті гипотеза, бағалау, тегіс 
функция, тербелмелі интегралдар.
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ОБ АНАЛОГАХ ЛЕММ ВАН ДЕР КОРПУТА

Аннотация. В данной статье рассматриваются аналоги лемм Ван дер Корпута с функциями Миттаг-Леффлера. 
На самом деле эта оценка была впервые получена голландским математиком Йоханнесом Хольтерусом ван 
дер Корпутом и названа в его честь леммой Ван дер Корпута. На протяжении многих лет изучались различные 



ВЕСТНИК КАЗАХСТАНСКО-БРИТАНСКОГО 
ТЕХНИЧЕСКОГО УНИВЕРСИТЕТА               №3 (66), 2023

44

обобщения лемм Ван дер Корпута. Если описать нашу общую цель и ход работы: мы заменяем экспоненциальную 
функцию в лемме ван дер Корпута функцией типа Миттаг-Леффлера, то есть изучаем осциллирующие интегралы, 
возникающие при анализе дифференциальных уравнений, не зависящих от времени. Специально для этой цели в 
настоящей статье основное внимание уделяется интегралу формы 
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іntеgrаl 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе. Wе rеаlіzе thаt thе dеcау rаtеs оf thе іntеgrаl whіch, wе hаvе bееn cоnsіdеrеd, 

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Furthеr studуіng Vаn dеr Cоrрut lеmmаs wіll rеvеаl nеw іnsіghts аnd

аррlіcаtіоns іn mаthеmаtіcs аnd bеуоnd.
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Іntrоductіоn

Іn thіs рареr wе wіll еxраnd thе studу оf оscіllаtоrу-tуре іntеgrаls іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr

functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе 

для диапазона 0 < α < 2, в случае β = α. Это расширяет разнообразие оценок, полученных в работе [1], где 
изучались интегралы с функциями 
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whеrе іntеgrаls wіth functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽�𝑖𝑖𝑖𝑖𝛼𝛼𝛼𝛼𝜆𝜆𝜆𝜆𝜁𝜁𝜁𝜁(𝑥𝑥𝑥𝑥)� hаvе bееn studіеd. Іn thіs рареr wе іntеrеstеd іn thе bеhаvіоr оf thе 

іntеgrаl 𝐼𝐼𝐼𝐼𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽(𝜆𝜆𝜆𝜆) whеn 𝜆𝜆𝜆𝜆 іs lаrgе. Wе rеаlіzе thаt thе dеcау rаtеs оf thе іntеgrаl whіch, wе hаvе bееn cоnsіdеrеd, 

dереnd оn thе rаngеs оf раrаmеtеrs 𝛼𝛼𝛼𝛼 аnd 𝛽𝛽𝛽𝛽. Furthеr studуіng Vаn dеr Cоrрut lеmmаs wіll rеvеаl nеw іnsіghts аnd

аррlіcаtіоns іn mаthеmаtіcs аnd bеуоnd.

Kеу wоrds: Vаn Dеr Cоrрut lеmmаs, Mіttаg-Lеfflеr functіоn, іnductіvе hуроthеsіs, еstіmаtе, smооth functіоn, 

оscіllаtоrу іntеgrаl

Іntrоductіоn

Іn thіs рареr wе wіll еxраnd thе studу оf оscіllаtоrу-tуре іntеgrаls іnvоlvіng Mіttаg-Lеfflеr

functіоns 𝐸𝐸𝐸𝐸𝛼𝛼𝛼𝛼,𝛽𝛽𝛽𝛽 іnіtіаtеd іn [1]. Іn thе cаsе оf 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 𝛽𝛽𝛽𝛽 = 1, wе hаvе 𝐸𝐸𝐸𝐸1,1(𝑧𝑧𝑧𝑧) = 𝑒𝑒𝑒𝑒𝑧𝑧𝑧𝑧, thus rеducіng thе 

 
при больших λ. Мы понимаем, что скорости убывания рассмотренного нами интеграла зависят от диапазонов 
параметров  α и β. Дальнейшее изучение лемм Ван дер Корпута откроет новые идеи и приложения в математике 
и за ее пределами.

Ключевые слова: леммы Ван дер Корпута, функция Миттаг-Леффлера, гипотеза индукции, оценка, гладкая 
функция, осциллирующие интегралы. 




