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ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШIН СЫЗЫҚТЫҚ ЕМЕС ЕКI 
НҮКТЕЛI ШЕТТIК ЕСЕПТЕР ӘУЛЕТIНIҢ ШЕШIМIН ТАБУ ТУРАЛЫ

Аңдатпа
Қарастырылып отырған мақалада сызықтық емес екi нүктелi шеттiк шарттар әулетiне бағына-

тын сызықтық дифференциалдық теңдеулер әулетi үшiн шеттiк есеп қарастырылады. Әулет па-
раметрiнiң әрбiр бекiтiлген мәнiнде есеп жәй дифференциалдық теңдеулер үшiн сызықтық емес 
екi нүктелi шеттiк есепке келтiрiледi. Мұндай есептер бейлокал шеттiк есептермен, соның iшiнде 
гиперболалық теңдеулер жүйелерiмен байланысты болғандықтан, олардың шешiлiмдiлiк шартта-
рын анықтау өзектi болып табылады. Жұмыста Д.С. Джумабаевтың параметрлеу әдiсi бойынша 
есептi параметрге қарағандағы сызықтық емес алгебралық теңдеулер жүйесiн және параметрге тә-
уелдi дифференциалдық теңдеу үшiн бастапқы есептi шешу тәсiлi қолданылады. Оны шешу үшiн 
итерациялық әдiс қолданылып, жинақтылық шарттары негiзделедi. Ұсынылған әдiс Коши есептерiн 
сандық шешу мен сызықтық емес теңдеулер жүйесiн шешудi үйлестiруге негiзделген. Нәтижесiнде 
алынған шешу алгоритмi нақты тестiлiк мысалдарда жүзеге асыру арқылы тексерiлiп, бұл әдiстiң 
тиiмдiлiгi көрсетiледi. Мысалы, берiлген параметр мәнiне сәйкес алынған жүйенiң шешiмiн табу ите-
рациялық процесте жинақталатыны анықталады. Қарастырылып отырған әдiс сызықтық емес екi 
нүктелi шеттiк шарттармен сипатталатын сызықтық дифференциалдық теңдеулер әулетi үшiн шет-
тiк есептердiң шешiмдерiн анықтауда тиiмдi әдiс болып табылады. Ұсынылған әдiстiң практикалық 
тиiмдiлiгi нақты есептердi сандық түрде шешу нәтижелерiмен дәлелденедi.

Түйін сөздер: сызықтық емес екi нүктелi шеттiк есептер, әулет параметрi, жәй дифференциал-
дық теңдеулер, шеттiк шарттар, сандық әдiс.

Кiрiспе

Қазiргi қолданбалы математика мен математикалық физикада параметрге тәуелдi диф-
ференциалдық теңдеулер жүйелерi ерекше орын алады. Мұндай есептер әртүрлi табиғи және
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техникалық үдерiстердi модельдеуде кеңiнен қолданылады. Атап айтқанда, басқару теория-
сында, механикада, жылуалмасу процестерiнде және инженерлiк есептерде екi нүктелi шет-
тiк шарттары бар дифференциалдық теңдеулер жүйелерi жиi кездеседi. Бұл есептердiң ма-
ңызды ерекшелiгi – шеттiк шарттардың сызықтық емес болуы, соның салдарынан оларды 
аналитикалық түрде шешу көп жағдайда мүмкiн болмайды. Сызықтық емес екi нүктелi шет-
тiк есептердi зерттеу күрделi мәселелердiң бiрi болып табылады, себебi олардың шешiмдерi-
нiң бар болуы, жалғыздығы және орнықтылығы арнайы шарттарды талап етедi. Сонымен 
қатар, мұндай есептердi тиiмдi сандық әдiстермен шешу де өзектi ғылыми бағыттардың бiрi 
болып табылады. Осыған байланысты соңғы жылдары параметр енгiзу, интервалды бөлiк-
теу және Коши есептерiне келтiру әдiстерi [1] кеңiнен қолданылып келедi. Бұл жұмыста 
параметрге тәуелдi сызықтық дифференциалдық теңдеулер жүйесi үшiн сызықтық емес екi 
нүктелi шеттiк шарттары бар есептер әулетi қарастырылады. Есептi шешу үшiн берiлген 
аралықты бөлiктерге бөлу арқылы оны эквиваленттi түрде параметрлерi бар көмекшi есеп-
ке келтiру тәсiлi қолданылады. Нәтижесiнде бастапқы есеп белгiсiз параметрлерге қатысты 
сызықтық емес теңдеулер жүйесiн шешуге келтiрiледi.

Материалдар мен әдiстер

Параметрлердi енгiзу әдiсi шеттiк есептердiң шешiмдерiн iздеу үдерiсiн жеңiлдетуге, алго-
ритмдерiнiң жинақтылығын сипаттауға және есептiң бастапқы шарттарын тиiмдi түрде түр-
лендiруге мүмкiндiк беретiн конструктивтi тәсiлдердiң бiрi болып табылады. Бұл әдiс арқы-
лы есептiiң шешiмiнiң бар болуы мен жалғыздығын қамтамасыз ететiн қажеттi шарттарды 
бастапқы берiлген шамалар арқылы өрнектеуге болады. Сонымен қатар, параметрлердi енгi-
зу тәсiлi қолданылатын алгоритмдердiң орнықтылығын арттырып, есептеу процедураларын 
оңтайландыруға жағдай жасайды. Әдiстiң ерекшелiгi- күрделi шеттiк есептердi қарапайым 
параметрлiк есептерге келтiру арқылы олардың сандық және аналитикалық шешiмдерiн 
зерттеуге мүмкiндiк беруiнде. Осыған байланысты аталған әдiс дифференциалдық теңдеу-
лердiң әртүрлi типтерi үшiн шеттiк есептердi зерттеу мен шешудiң тиiмдi құралдарының бiрi 
болып табылады [2-4]. Д.С. Джумабаев және С.М. Темешева еңбектерiнде [5, 6] сызық-тық 
емес дифференциалдық теңдеулер үшiн екi нүктелi шеттiк есептер параметрлеу әдiсiмен 
зерттелген. Авторлар оқшауланған шешiмнiң бар болуының қажеттi және жеткiлiктi шарт-
тарын анықтап, бастапқы жуықтауды дұрыс таңдаудың және алынған шешiмнiң бастапқы 
мәлiметтерге үзiлiссiз тәуелдiлiгiн қамтамасыз етудiң теориялық негiздерiн ұсынған. Пара-
метрлеу әдiсi алгоритмдерiнiң құрылымдық ерекшелiктерi шеттiк есептердiң шешiмдерiн 
табуға бағытталған сандық және жуықтау әдiстерiн дамытуға негiз болғанын атап өтуге 
болады. Зерттеулер және есептеулер барысында алынған нәтижелер ұсынылған алгоритм-
нiң тиiмдiлiгiн, шешiмдердiң тұрақтылығын және параметрлер кеңiстiгiнде шеттiк есептер 
әулетiнiң шешiмдерiн табу мүмкiндiгiн көрсетедi. Қарастырылған тәсiл дифференциалдық 
теңдеулердiң кең ауқымды кластары үшiн шеттiк есептердi зерттеу және шешу барысында 
кең қолданыс тапқан [7-14].

Нәтижелер мен талқылау

Сызықтық емес екi нүктелi шеттiк шарттар әулетiне бағынатын сызықтық дифферен-
циалдық теңдеулер жүйесi үшiн шеттiк есептер әулетiн қарастырамыз

∂v

∂t
= A(x, t)v + F (x, t), (x, t) ∈ [0, ω]× (0, T ), (1)

g(x, v(x, 0), v(x, T )) = 0, x ∈ [0, ω], (2)

мұндағы A(x, t) – (n× n) өлшемдi үзiлiссiз матрица,
F (x, t) - [0, T ]-да үзiлiссiз n-вектор функция, x – әулет параметрi,
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g : [0, ω]× Rn × Rn → Rn – үзiлiссiз функция,

∥A∥ = max
x∈[0,ω]

max
i=1,n

sup
t∈(0,T )

n∑︁
j=1

|Aij(x, t)| ⩽ a0 (a0 − const),

∥v∥ = max
x∈[0,ω]

max
i=1,n

sup
t∈(0,T )

|vi(x, t)|.

Аңықтама 1 (1), (2) есебiн қанағаттандыратын v∗(x, t) ∈ C([0, ω]× [0, T ], Rn) функциясын
(1), (2) есебiнiң шешiмi деп айтамыз.

Айталық, x – [0, ω] параметрi бекiтiлген болсын. 
N (N = 1, 2, . . .) натурал санын таңдап алайық.
[0, T ] кесiндiсiн tp = p · h, p = 0, N , h = T/N нүктелерiмен бөлiктеймiз.
Келесi белгiлеулердi енгiземiз:
Ωr(x) = {(x, t) : x ∈ [0, ω], t ∈ [tr−1, tr)}, r = 1, N ;
∆N (x) : {x} × [0, T ) =

⋃︁N
r=1Ωr(x);

λr(x) = v(x, tr−1), r = 1, N , λN+1(x) = lim
t→tN−0

v(x, t);

˜︁vr(x, t) = v(x, t)− λr(x), t ∈ Ωr(x), r = 1, N ;
C([0, ω]× [0, T ],∆N (x),RnN ) арқылы нормасы

∥v∥2 = max
r=1,N

∥vr(x, t)∥

болатын v(x, [t]) = (v1(x, t), v2(x, t), . . . , vN (x, t)) функциялар жүйелерiнiң кеңiстiгiн белгiлей-
мiз. Мұндағы vr(x, t) ∈ C(Ωr(x)) үзiлiссiз функциялар, әрбiр x ∈ [0, ω]-ке қатысты бiрқалып-
ты lim

t→tr−0
vr(x, t) (r = 1, N) ақырлы шегi бар.

(1), (2) есебi келесi параметр енгiзiлген шеттiк есепке эквиваленттi

∂˜︁vr
∂t

= A(x, t)(λr(x) + ˜︁vr) + F (x, t), t ∈ Ωr(x), r = 1, N, (3)

˜︁vr(x, tr−1) = 0, (4)

g (x, λ1(x), λN+1(x)) = 0, (5)

λr(x) + lim
t→tr−0

˜︁vr(x, t)− λr+1(x) = 0, r = 1, N, (6)

мұндағы (6)-шешiмнiң ∆N (x) iшкi нүктелерiндегi үзiлiссiздiк шарттары.
(λ∗(x), ˜︁v∗(x, [t])) арқылы элементтерi λ∗(x) = (λ∗

1(x), λ
∗

2(x), . . . , λ
∗
N+1(x)) ∈ C([0, ω],Rn(N+1)),

˜︁v∗(x, [t]) = (˜︁v∗1(x, t), ˜︁v∗2(x, t) . . . ˜︁v∗N (x, t)) ∈ C([0, ω] × [0, T ],Ωr(x),RnN ) болатын жұпты белгi-
леймiз және осы жұп элементтерiнiң компоненттерi үшiн төмендегi үш шарт орындалсын:
(i) Кез келген r үшiн ˜︁v∗r (x, t) функциясы Ωr(x)-те үзiлiссiз дифференциалданады,
(ii) ˜︁v∗r (x, t) функциясы λr(x) = λ∗

r(x) болғанда (3) дифференциалдық теңдеудi қанағаттан-
дырады,
(iii) λ∗

1(x), λ∗
N+1(x), λ

∗
r(x) + lim

t→tr−0
˜︁v∗r (x, t) (r = 1, N) шамалары (5), (6) теңдiктерiн қанағат-

тандырады.

Аңықтама 2 (i)-(iii) шарттарды қанағаттандыратын (λ∗(x), v∗(x, [t])) жұбын (3)-(6) есебi-
нiң шешiмi деп айтамыз.

Егер (λ∗(x), ˜︁v∗(x, [t])) жұбы (3)-(6) есебiнiң шешiмi болса, онда

v∗(x, t) =

{︃ ∑︁N
r=1 1Ωr(x)(t)(λ

∗
r(x) + ˜︁v∗(x, t)), (x, t) ∈ [0, ω]× [0, T ),

λ∗
N+1(x), (x, t) ∈ [0, ω]× {T}
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функциясы (1),(2) шеттiк есептiң бекiтiлген x-ке сәйкес шешiмi болады, мұндағы

1Ωr(x)(t) =

{︃
1, (x, t) ∈ Ωr(x),
0, (x, t) /∈ Ωr(x),

r = 1, N.

(1),(2) және (3)-(6) есептерiнiң эквиваленттiлiгiн жеңiл көрсетуге болады.
Келесi сызықтық операторды қарастырамыз [15]

Φr(x, t) = I +

∫︂ t

tr−1

A(x, τ1)dτ1+

+
∞∑︂
j=2

∫︂ t

tr−1

A(x, τ1)

∫︂ τ1

tr−1

A(x, τ2) . . .

∫︂ τj−1

tr−1

A(x, τj)dτj . . . dτ2dτ1,

t ∈ Ωr(x), r = 1, N,

мұндағы I- (n× n) өлшемдi бiрлiк матрица.
Φr(x, t) операторы

∂Φr(x, t)

∂t
= A(x, t)Φr(x, t), Φr(x, tr−1) = I, t ∈ Ωr(x), r = 1, N.

есебiн қанағаттандырады. Келесi

ar(P, x, t) = Φr(x, t)

∫︂ t

tr−1

Φ−1
r (x, ξ)P (x, ξ)dξ, t ∈ Ωr(x), r = 1, N.

белгiлеулердi қолданамыз және ar(P, x, t) функциясы

∂ar(P, x, t)

∂t
= A(x, t) · ar(P, x, t) + P (x, t), ar(P, x, tr−1) = 0, t ∈ Ωr(x), r = 1, N (7)

Коши есебiн қанағаттандырады.
λr(x) ∈ C([0, ω],Rn) (r = 1, N) параметрге қатысты (3), (4) Коши есебiнiң шешiмдер

әулетiн жазамыз

vr(x, t) = ar(A, x, t)λr(x) + ar(F, x, t), t ∈ Ωr(x), r = 1, N, (8)

және v(x, [t]) = (v1(x, t), v2(x, t), . . . , vN (x, t)) функциялар жүйесiн құрамыз.
(8) теңдiктен lim

t→tr−0
vr(x, t), r = 1, N шектердi анықтаймыз. (5)-шi теңдiктi T/N -ге көбей-

тiп, анықталған шектердi (5)-шi және (6)-шы теңдiктерге қойып, белгiсiз λ(x) ∈ C([0, ω], Rn(N+1)) 
параметрге қатысты

Q∗,∆N (x)(x, λ(x)) = 0, (9)

сызықтық емес теңдеулер жүйесiн құрамыз, мұндағы Q∗,∆N (x)(x, λ(x)) операторы

Q∗,∆N (x)(x, λ(x)) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

h · g
(︁
x, λ1(x), λN+1(x)

)︁
(I + a1(A, x, t1))λ1 − λ2 + a1(F, x, t1)
(I + a2(A, x, t2))λ2 − λ3 + a2(F, x, t2)

. . .
(I + aN (A, x, tN ))λN − λN+1 + aN (F, x, tN )

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠

.

Құрылған (9) сызықтық емес теңдеулер жүйесiн шешу итерациялық әдiстер негiзiнде жүзеге
асырылады. Бiрiншi кезеңде қойылған есептiң шешiмi бар және жалғыз болуын қамтамасыз
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ететiн қасиеттерге ие болатын жиын құрылады. Бұл жиын кейiнгi итерациялық есептеулер-дiң 
орындалу шарттарын анықтауға мүмкiндiк бередi. Яғни, λ0(x) = (λ01(x), λ02(x), . . . , λ0N+1(x)) ∈
C([0, ω], Rn(N+1)) в {︃екторын және ρ λ > 0 , ρ v > 0  сандарын таңдап,}︃

S(x, λ0(x), ρλ) = λ(x) ∈ C([0, ω], Rn(N+1)) : ∥λ − λ0∥3 < ρλ ,

G0(x, ρλ) = {(x, w1, w2) ∈ [0, ω] × Rn × Rn : x ∈ [0, ω], ∥w1 − λ0
1(x)∥ < ρλ, ∥w2 − λ0

N+1(x)∥ < 
ρλ}.

жиындарды құрып аламыз.

Шарт 1. g(x,w1, w2) функциясы және оның
∂g(x,w1, w2)

∂w1
,
∂g(x,w1, w2)

∂w2
дербес туынды-

лары G0(x, ρλ) жиынында бiрқалыпты үзiлiссiз және төмендегi теңсiздiктер орындалады

∥∂g(x,w1, w2)

∂w1
∥ ≤ L1, ∥∂g(x,w1, w2)

∂w2
∥ ≤ L2, (x,w1, w2) ∈ G0(x, ρλ)

мұндағы L1, L2− тұрақты мәндер.

Тұжырым. Барлық λ(x) ∈ S(x, λ0(x), ρλ) үшiн
∂Q∗,∆N (x)(x, λ(x))

∂λ
: Rn(N+1) → Rn(N+1)

Якоби матрицасының керi матрицасы бар болуы үшiн n× n өлшемдi

MN (x) = h ·
[︃
∂g(x, λ1(x), λN+1(x))

∂w1
+

∂g(x, λ1(x), λN+1(x))

∂w2
·

1∏︂
r=N

(I + ar(A, x, tr))

]︃

матрицасының керi матрицасы бар болуы қажеттi және жеткiлiктi.
λ(x) параметрге қатысты (9) теңдеудiң шешiмiн табу үшiн келесi тұжырым 1-шi теоре-

маның [6] жалпыламасы болып табылатын тұжырымның салдары:
Теорема. Әрбiр x ∈ [0, ω] үшiн Шарт 1 және келесi

I) S(x, λ0(x), ρλ) жиынында
∂Q∗,∆N (x)(x, λ(x))

∂λ
: Rn(N+1) → Rn(N+1) Якоби матрицасы бiр-

қалыпты үзiлiссiз;

II) барлық λ(x) ∈ S(x, λ0(x), ρλ) үшiн
∂Q∗,∆N (x)(x, λ(x))

∂λ
: Rn(N+1) → Rn(N+1) Якоби матри-

цасының шенелген керi матрицасы бар және
⃦⃦
⃦⃦
⃦
(︃
∂Q∗,∆N (x)(x, λ(x))

∂λ

)︃−1
⃦⃦
⃦⃦
⃦ ⩽ γ, γ − const;

III) γ · ∥Q∗,∆N (x)(x, λ
0(x))∥ < ρλ

шарттары орындалсын. Онда кез келген α1 ≥ 1 саны табылып,

λ(0)(x) = λ0(x),

λ(p+1)(x) = λ(p)(x)− 1

α1

(︄
∂Q∗,∆N (x)(x, λ

(p)(x))

∂λ

)︄−1

·Q∗,∆N (x)(x, λ
(p)(x)),

p = 0, 1, 2, . . . , (10)

итерациялық процеспен анықталатын {λ(p)(x)}∞p=0 тiзбегi S(x, λ0(x), ρλ) жиынына тиiстi
болады, (9)-шы теңдеудiң шешiмi λ∗(x)-ға жинақталады, λ∗(x) ∈ S(x, λ0(x), ρλ) және

∥λ∗ − λ0∥3 ≤ γ · ∥Q∗,∆N (x)(x, λ
0(x))∥
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бағалауы орындалады. S(x, λ0(x), ρλ) жиынында (9)-шы теңдеудiң кез-келген шешiмi оқшау-
ланған болады.

Ұсынылған тұжырым Адамар теоремасының локалды нұсқасын кеңейтетiн күшейтiлген
нәтижесiнiң арнайы бiр жағдайын сипаттайды [6].

Шеттiк есептердiң сандық шешiмiн табу мысалдарын қарастырамыз.

Мысал 1. Параметрi бар сызықтық емес екi нүктелi шеттiк есептi қарастырамыз:

∂v

∂t
= A(x, t)v + F (x, t), (x, t) ∈ [0, ω]× (0, T ), (11)

g(x, v(x, 0), v(x, T )) = 0, x ∈ [0, ω], (12)

мұндағы x - әулет параметрi, ω = 0.25, T = 0.5,

A(x, t) =

⎛
⎝

2x+ 2 x− 1

3x+ 3 x− 2

⎞
⎠ ,

F (x, t) =

⎛
⎝

−(2x2 + 3x+ 3)t2 − (2x3 + 3x2 − 4x− 1)t− 2x3 − x2

−(3x2 + 5x+ 5)t2 − (3x3 + 4x2 − 3x+ 4)t− 3x3 − 3x2 + x− 1

⎞
⎠ ,

g

(︄
x,

(︃
v1(x, 0)
v2(x, 0)

)︃
,

(︃
v1(x, T )
v2(x, T )

)︃)︄
=

⎛
⎜⎜⎝

1

4
v1(x, 0)v2(x, T )− v2(x, 0)v1(x, T )−

1

16
x2 (2x− 3)

v1(x, 0)v2(x, T ) +
1

2
v2(x, 0)v1(x, T )−

1

4
x2 (2x− 3)

⎞
⎟⎟⎠ ,

(11) есебiнiң (x, t) ∈ [0, 0.25]× [0, 0.5] облысында дәл шешiмi

v∗(x, t) =

⎛
⎝

(x+ 1)t2 + (t+ 1)x2

(x+ 1)t2

⎞
⎠

болады.
N = 1 деп аламыз да v(x, t) = λ1(x) + ˜︁v(x, t) алмастыруын орындаймыз.
Онда

˜︁v(x, t) = Φ(x, t)

∫︂ t

0
Φ−1(x, τ)A(x, τ)λ1(x)dτ +Φ(x, t)

∫︂ t

0
Φ−1(x, τ)F (x, τ)dτ,

(x, t) ∈ [0, 0.25]× [0, 0.5],

мұндағы

Φ(x, t) =
2e

3xt
2

√
13x2 + 8x+ 4

·

(︄(︄√
13x2 + 8x+ 4

2
cosh

(︄
t
√
13x2 + 8x+ 4

2

)︄
−

− 3x

2
sinh

(︄
t
√
13x2 + 8x+ 4

2

)︄)︄
· E + sinh

(︄
t
√
13x2 + 8x+ 4

2

)︄
·A(x, t)

)︄
,

Q∗,∆1(x)(x, λ(x)) = 0 сызықтық емес теңдеулер жүйесi әулетiн құрып аламыз. Бұл жерде

Q∗,∆1(x) (x, λ(x)) =

⎛
⎝

g (x, λ1(x), λ2(x))

λ1(x) + ˜︁v(x, T )− λ2(x)

⎞
⎠ , λ(x) = (λ1(x), λ2(x)) ∈ R4.
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λ0(x) =

(︄(︃
0
0

)︃
,

(︃
1
1

)︃)︄
векторын алып, (10) итерациялық процестi жүзеге асырамыз. 30-

шы итерацияда табылған параметрдi λ∗(x) = (λ∗
1(x), λ

∗
2(x)) деп қабылдаймыз, себебi бұл

параметр үшiн
⃦⃦
⃦Q∗,∆1(x, λ

∗(x))
⃦⃦
⃦ ≤ 10−7 теңсiздiгi орындалады.

Осы есептеу нәтижелерiнен төмендегi бағалаудың орындалатынын көремiз:

max
i=0,10

⃦⃦
⃦λ∗(0.025i)− v∗(0.025i, 0)

⃦⃦
⃦ ⩽ 0.0000010668.

˜︁v(xi, t) функциясы

˜︁v(xi, t) = Φ(xi, t)

t∫︂

0

Φ(xi, τ)A(xi, τ)dτ · λ∗
1(xi) + Φ(xi, t)

t∫︂

0

Φ(xi, τ)F (xi, τ)dτ, t ∈ [0, 0.5]

түрiнде жазылады, мұндағы (xi = 0.025i, i = 0, 1, 2, . . . , 10). Сонымен, төмендегi бағалау
орынды

max
j=0,20

max
i=0,10

⃦⃦
⃦λ∗(0.025i) + ˜︁v(0.025i, 0.05j)− v∗(0.025i, 0.05j)

⃦⃦
⃦ ⩽ 0.0000010683.

λ(x) параметрi бөлiктеу нүктелерiнде 1.1 · 10−6, ал (11), (12) тестiлiк шеттiк есебiнiң
шешiмi 1.1 · 10−6 дәлдiктерiмен анықталады.

Мысал 2. Келесi түрдегi

∂v

∂t
= A(x, t)v + F (x, t), (x, t) ∈ [0,

1

4
]× (0,

1

2
), (13)

g(x, v(x, 0), v(x,
1

2
)) = 0, x ∈ [0,

1

4
], (14)

сызықтық емес екi нүктелi шеттiк есептер әулетiн қарастырайық, мұндағы x - әулет пара-
метрi,

A(x, t) =

⎛
⎝

2x+ 2t x− 1

3x+ 3(t+ 1) x− 2t

⎞
⎠ , F (x, t) =

⎛
⎝

F1(x, t)

F2(x, t)

⎞
⎠ ,

F1(x, t) = −2(x+ 1)t3 − (4x2 + x+ 1)t2 − (2x3 + 3x2 − 4x− 1)t− 2x3 + x2,

F2(x, t) = −(3x+ 5)t3 − (6x2 + 3x+ 5)t2 − (3x3 + 7x2 − x+ 2)t− 3x3 − 3x2 + x− 1,

g

(︄
x,

(︃
v1(x, 0)
v2(x, 0)

)︃
,

(︃
v1(x, T )
v2(x, T )

)︃)︄
=

⎛
⎜⎜⎝

1

4
v1(x, 0)v2(x, T )− v2(x, 0)v1(x, T )−

1

16
x2 (2x− 3)

v1(x, 0)v2(x, T ) +
1

2
v2(x, 0)v1(x, T )−

1

4
x2 (2x− 3)

⎞
⎟⎟⎠ .

(13) есебiнiң (x, t) ∈ [0, 14 ]× [0, 12 ] облысындағы дәл шешiмi

v∗(x, t) =

⎛
⎝

(x+ 1)t2 + (t+ 1)x2

(x− 1)t− t2

⎞
⎠ .

(7), (8)-шi теңдеулердi ескерсек

˜︁v(x, t) = a1(A, x, t) · λ1(x) + a1(F, x, t)
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анықталады.
Берiлген аралықты қандай да бiр белгiлi қадаммен бөлiп, a1(A, x, t) және a1(F, x, t) функ-

цияларын анықтаймыз. Әрбiр x үшiн λ(x) параметрге қатысты Q∗,∆1(x)(x, λ(x)) = 0 сызық-
тық емес теңдеулер жүйесi әулетiн құрып аламыз.

Ескерту. λ1(x) = v(x, 0), λ2(x) = v(x, 0.5) белгiлеулерi қолданылады және Q∗,∆1(x) (x, λ(x))
операторының Якоби матрицасы келесi түрде анықталады

∂Q∗,∆1(x) (x, λ(x))

∂λ
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
2λ2,2(x) −λ2,1(x) −λ1,2(x)

1
4λ1,1(x)

λ2,2(x)
1
2λ2,1(x)

1
2λ1,2(x) λ1,1(x)

1 + a1,11 (x, T ) a1,21 (x, T ) −1 0

a2,11 (x, T ) 1 + a2,21 (x, T ) 0 −1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

λ0(x) =

(︄(︃
0
0

)︃
,

(︃
1
1

)︃)︄
векторын алып, Q∗,∆1(x)(x, λ(x)) = 0 сызықтық емес теңдеулер

жүйесiн итерациялық процестi пайдаланып шешемiз:

λ(p+1)(x) = λ(p)(x)− 1

2

(︄
∂Q∗,∆1(x)

(︁
x, λ(p)(x)

)︁

∂λ

)︄−1

·Q∗,∆1(x)

(︂
x, λ(p)(x)

)︂
, p = 0, 1, 2, . . .

Сонда, 30-шы итерациядағы xi =
1
40(i−1) (i = 1, 11) нүктелерiндегi λ∗

1(x), λ
∗
2(x) функция-

ларының мәндерiн табамыз.
Әрбiр t ∈ [0, 12 ] үшiн

˜︁v
(︂ i

40
, t
)︂
= a1

(︂
A,

i

40
, t
)︂
· λ1

(︂ i

40

)︂
+ a1

(︂
F,

i

40
, t
)︂
,

ˆ︁v
(︂ i

40
,
j

40

)︂
= λ1

(︂ i

40

)︂
+ ˜︁v

(︂ i

40
,
j

40

)︂
(j = 1, 7, 15, 21)

функциялардың x = i
40 (i = 0, 1, 2, . . . , 10) нүктелерiндегi мәндерiн анықтаймыз.

Ендеше, алынған нәтижелерден

max
i=0,10

⃦⃦
⃦
(︃
λ1(

i
40)

λ2(
i
40)

)︃
−
(︃
v∗1(

i
40 , 0)

v∗2(
i
40 ,

1
2)

)︃ ⃦⃦
⃦ ⩽ 0.0000000906

max
j=0,20

max
i=0,10

⃦⃦
⃦λ

(︂ i

40

)︂
+ ˜︁v

(︂ i

40
,
j

40

)︂
− v∗

(︂ i

40
,
j

40

)︂⃦⃦
⃦ ⩽ 0.0000000939

бағалаулары орындалады.
λ(x) параметрi бөлiктеу нүктелерiнде 9.06 · 10−8, ал (13), (14) тестiлiк шеттiк есебiнiң

шешiмi 9.39 · 10−8 дәлдiктерiмен анықталады.

Қорытынды

Жұмыста келтiрiлген есептiк мысалдар ұсынылған әдiстiң қолдану тиiмдiлiгiн дәлел-
дейдi. Бiрiншi мысалда A(x, t) матрицасы тек x айнымалысына тәуелдi болғандықтан, оған
сәйкес келетiн Φ(x, t) фундаменталды матрицасын аналитикалық түрде анықтау мүмкiндiгi
болды. Бұл жағдай қарастырып отырған әдiстiң теориялық тұжырымдарын нақтылап, оның
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қарапайым жағдайда қалай жүзеге асатынын көрсетуге жағдай жасайды. A(x, t) матрицасы
екi айнымалыға тәуелдi болатын жағдайда фундаменталды матрицаның нақты аналитика-
лық өрнегiн алу күрделене түседi. Сондықтан, екiншi мысалда Φ(x, t) матрицасының эле-
менттерi берiлген әрбiр (x, t) нүктесi үшiн сандық әдiстер көмегiмен есептеледi. Жүргiзiлген
есептеулер нәтижелерi ұсынылған тәсiлдiң практикалық тұрғыдан тиiмдi және қолдануға
болатынын көрсетедi.
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О НАХОЖДЕНИИ РЕШЕНИЯ СЕМЕЙСТВА НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДВУХТОЧЕЧНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Аннотация
В настоящей работе исследуется краевая задача, относящаяся к семейству линейных дифферен-
циальных уравнений с нелинейными двухточечными краевыми условиями. При каждом фиксирован-
ном значении параметра семейства исходная задача преобразуется в нелинейную двухточечную 
краевую задачу для обыкновенных дифференциальных уравнений. Поскольку такие задачи 
связаны с нелокальными краевыми задачами, в том числе с системами гиперболических уравнений, 
определение условий их разрешимости является актуальной задачей. В работе применяется 
метод параметризации Д.С. Джумабаева, основанный на сведении задачи к системе нелинейных 
алгебраических уравнений по параметру и решении начальной задачи для дифференциального 
уравнения, зависящего от параметра. Для решения используется итерационный метод, при этом 
обосновываются условия сходимости. Предложенный метод основан на сочетании численного 
решения задач Коши и решения системы нелинейных уравнений. Полученный алгоритм решения 
проверяется на конкретных тестовых примерах, что демонстрирует его эффективность. В частности, 
установлено, что решение соответствующей системы при заданном значении параметра сходится 
в процессе итераций. Рассматриваемый метод является эффективным методом определения 
решений краевых задач для семейства линейных дифференциальных уравнений, характеризующихся 
нелинейными двухточечными краевыми условиями. Практическая эффективность предложенного 
метода подтверждается результатами численного решения конкретных задач.

Ключевые слова: нелинейные двухточечные краевые задачи, параметр семейства, обыкновенные 
дифференциальные уравнения, краевые условия, численный метод.
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ON FINDING SOLUTIONS OF A FAMILY OF NONLINEAR TWO-POINT
BOUNDARY VALUE PROBLEMS FOR A DIFFERENTIAL EQUATION

Abstract
This paper investigates a boundary value problem belonging to a family of linear differential equations 

with nonlinear two-point boundary conditions. For each fixed value o f t he f amily p arameter, t he origi-
nal problem is transformed into a nonlinear two-point boundary value problem for ordinary differential 
equations. Since such problems are associated with nonlocal boundary value problems, including systems
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equations. Since such problems are associated with nonlocal boundary value problems, including systems
of hyperbolic equations, determining the conditions for their solvability is of considerable interest. The
study employs the parameterization method developed by D.S. Dzhumabayev, which is based on reducing
the problem to a system of nonlinear algebraic equations with respect to the parameter and solving an
initial value problem for a parameter-dependent differential equation. An iterative method is used for
the solution process, and the conditions ensuring its convergence are established. The proposed approach
combines the numerical solution of Cauchy problems with the solution of a system of nonlinear equations.
The developed algorithm is tested on specific benchmark examples, demonstrating its effectiveness. In
particular, it is shown that the solution of the corresponding system converges through the iterative pro-
cess for a given parameter value. The considered approach provides an efficient method for determining
solutions of boundary value problems for families of linear differential equations characterized by nonlinear
two-point boundary conditions. The practical efficiency of the proposed method is confirmed by the results
of numerical solutions of specific problems.

Key words: nonlinear two-point boundary value problems, family parameter, ordinary differential
equations, boundary conditions, numerical method.
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