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ВОССТАНАВЛИВАЮЩАЯ ФУНКЦИЯ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ СОБОЛЕВА 
С ДОМИНИРУЮЩЕЙ СМЕШАННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

Аннотация 
Линейная аппроксимация – это приближение функции из некоторого класса элементами фиксирован-

ного конечного подпространства этого же класса. Например, для одномерных периодических функций та-
кими элементами служат тригонометрические полиномы. В интересующем нас многомерном случае для 
функций, периодических по каждой переменной, в качестве такого подпространства выступает множество 
тригонометрических полиномов со спектром из ступенчатого гиперболического креста. При этом возникает 
вопрос выбора коэффициентов для этих полиномов. В данной статье представлен аппарат, восстанавлива-
ющий функции из пространств Соболева с доминирующей смешанной производной по заданным точкам и 
получены оценки погрешности восстановления. Метод основан на построении восстанавливающей функ-
ции в виде полинома со спектром из ступенчатого гиперболического креста, коэффициенты которого вы-
числяются по заданным точкам. Погрешность приближения имеет порядок ортопоперечника, что является 
оптимальным результатом для таких полиномов. Предложенный метод точен для полиномов со спектром 
из ступенчатого гиперболического креста. Также получен функционал, восстанавливающий коэффициенты 
Фурье для функций из указанных пространств. Благодаря явному выражению восстанавливающей функции 
полученная формула может быть использована для решения прикладных задач.

Ключевые слова: много переменных, теория функций, пространство Соболева, смешанная производ
ная, гиперболический крест.

Введение

Пусть . Пространство Лебега  будем называть множество 
измеримых функций , для которых

В случае :

Определение 1. Пусть . Пространство Соболева  с доми-
нирующей смешанной производной будем называть множеством измеримых функций  таких, 
что ряд Фурье функции  (производная по Вейлю) совпадает с рядом ,  
где , , – коэффициент Фурье функции  . 
К тому же норма определяется следующим образом: 

‖f‖Lq = �� … �|f(x1, … , xn)|q dx1 … dxn

1

0

1

0

�

1/q
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Определение 2. [1] Пусть  и  – простое. Множество

будем называть ступенчатый гиперболический крест.
Определение 3. Пусть  и  – простое. Функцию

будем называть полиномом со спектром из ступенчатого гиперболического креста.
Примечание. Особенность этих полиномов в том, что их погрешности достигают по 

порядку ортопоперечника для пространств с доминирующей смешанной производной (см. 
теорему А. ниже) – в частности, для пространств Соболева. Полиномов такого вида можно 
рассматривать как аналог одномерной частной суммы ряда Фурье, но только для многомерных. 

Определение 4. [2] Пусть  – нормированный класс функций, – ортонормальная 
система и  – скалярное произведение. Определим ортопоперечник как величину

Теорема А. [2-7] Пусть  – простое,   Тогда

где ,  – множество полиномов со 

спектром из ступенчатого гиперболического креста. 
Цель данной статьи – получить погрешность восстанавливающей функции для пространств 

Соболева . А именно получить оценку

где – восстанавливающая функция,  при , константы, входящие в не-
равенства, не зависят от .

Задача о восстановлении функции имеет богатую историю. С прошлого столетия было 
опубликовано много работ по этому вопросу, которые сделали значительный прогресс в об-
ласти теории аппроксимации. В частности, для задач о восстановлении функции для про-
странств с доминирующей смешанной производной алгоритм Смоляка достигает по порядку 
ортопоперечника [8–16, а также ссылки, приведенные в них], что является оптимальным для 
параметров . В работе [17] была приведена восстанавливающая функция для 
пространств Соболева, используя техники гармонического анализа (для полного списка ре-
зультатов и истории развития по теме восстановления функции см. обзор [18]).

φM (H)q = inf
u1,…,uM

sup
f∈H

�f − �〈f, uj〉uj

M

j=1

�

Lq

. 
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Материалы и методы

Приведем несколько вспомогательных лемм.
Лемма 1. [19] Пусть , – сегмент, , ,

Если  и , тогда для функции 

где – ядро Дирихле по сегменту  ее рядом Фурье является

Лемма 2. [20, Лемма 4.3] Пусть —простое,  Тогда

Следствие 1. [20, Лемма 4.4] Пусть —простое, . Тогда

Результаты и обсуждения

Рассмотрим следующий функционал

где —простое, , , .

Лемма 3. Пусть   и ряд Фурье функции  абсолютно сходится. Тогда

Tm,ν(f) = Tm,ν(f; p)

=
1

pm � � … � �
∑ e2π i�

2lrj
p +sign  kj �p−1

l=1

(p − 1)1−sign  kj

n−1

j=1

f �
r1

pk1+ν1
, …

rn

pkn +νn
�

pkn +ν n −1

rn =0

,
pk1+ν 1 −1

r1=0k1+ν1+⋯kn +νn =m,
kj =0,…m

 

Tm,ν(f) = � �
(−1)sign  kj

(p − 1)1−sign  kj

n−1

j=1

� … � � f̂�pk1−1(pr1
r∈ℤn

p−1

βn −1=1

p−1

β1=1k1+ν1+⋯kn +νn =m,
kj =0,…m

+ sign k1, … , pkn −1−1(prn−1 + sign kn−1�, pkn rn). 
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Доказательство. Утверждение доказывается аналогично [20, лемма 4.2].
Лемма 4. Пусть   и ряд Фурье функции  абсолютно сходится. Тогда

Доказательство. Утверждение доказывается аналогично [20, теорема 3.1]. 
Рассмотрим функционал

где  – простое, , , , .

Из Леммы 4 следует выражение для функционала  в терминах коэффициентов 
Фурье (см. ниже).

Следствие 2. Пусть – простое, , , , 
 Тогда

Следствие 3. Пусть – простое,  И пусть – полином со 
спектром из ступенчатого гиперболического креста. Тогда

Доказательство. Из следствия 2 следует

Однако множество ступенчатого гиперболического креста  и множество индексов ко-
эффициентов Фурье, входящих в , не имеют общих точек, т.е. коэффициенты Фурье функ-
ции  , где  взяты из . Из чего следует .

Теорема 1. Пусть – простое, , , 
 

Tm,ν(f) = f̂(0, … 0)

+ � � �
(−1)sign  kj

(p − 1)1−sign  kj

l−1

j=1

� … � � f̂�pk1−1(pr1
r∈ℤl ,
rl ≠0

p−1

β l−1=1

p−1

β1=1k1+ν1+⋯kl +ν l+⋯+νn =m,
kl+1=⋯=kn =0,   kj =0,…m

n

l=1

+ sign k1), … , pkl−1−1(prl−1 + sign kl−1�, pkl rl , 0, … 0). 

Pm,ν(μ; f) = Tm,ν �fe
2π i� r

pk+ν ,⋅�
� =

1
pm � � … � �

∑ e2π i�
2lrj

p +sign  kj �p−1
l=1

(p − 1)1−sign  kj

n−1

j=1

pkn +ν n −1

rn =0

pk1+ν 1 −1

r1=0k1+ν1+⋯kn +νn =m,
kj =0,…m

 

× f �
r1

pk1+ν1
, …

rn

pkn +νn
� e

2π i� r1μ1
pk1+ν 1

+⋯ rn μn
pkn +ν n

�
, 

Pm,ν(μ; f) = f̂(μ1, … μn)

+ � � �
(−1)sign  kj

(p − 1)1−sign  kj

l−1

j=1

� … � � f̂�pk1+ν1−1(pr1
r∈ℤl ,
rl ≠0

p−1

β l−1=1

p−1

β1=1k1+ν1+⋯kl +ν l +⋯νn =m,
  kj =0,…m,   j=1,…l

n

l=1

+ β1sign k1) + μ1, … , pkl−1+ν l−1−1(prl−1 + βl−1sign kl−1� + μl−1, pkl +νl rl
+ μl , μl+1, … μn ). 
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Если  , . Тогда

												                (1)

В случае 

												                (2)

где  означает 

Определим функцию

Теорема 2.  Пусть – простое, – количество узлов сетки в 
.

Если  то

												               (3)

Примечание. Идея поставить вместо коэффициентов Фурье частичной суммы функционал, 
основанный на значениях функции в некоторых точках, не новая. Альтернативным методом к 
формуле  является метод решеток [21] и приложение его к быстрому преобразованию 
Фурье [22, глава 8]. В работе [23] были получены верхние оценки погрешности восстанавли-
вающей функции на методе решетках ранга-1 для пространств  в метрике , которая близ-
ка к оптимальной с вероятностью  – ги-
перболический крест. 

Преимуществом функции  является простота формулы и то, что по порядку 
погрешность функции  совпадает с ортопоперечником.

Доказательство теоремы 1. Воспользуемся следствием 2.

где

Пусть  и . Применим неравенство Гельдера, неравенство 
Хаусдорфа-Юнга и свойство пространств Лебега соответственно

sup
‖f‖W q

α =1
�f̂(μ1, … μn) − Pm,ν(μ; f)� ≤ c

(max(m − |ν|1, 1))
n−1

q�

pαm .       (1) 

𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇 = � � �(𝑝𝑝𝑘𝑘1+𝜈𝜈1−1(𝑝𝑝𝑟𝑟1 + 𝛽𝛽1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘1) + 𝜇𝜇1, … , 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑙𝑙−1+𝜈𝜈𝑙𝑙−1−1(𝑝𝑝𝑟𝑟𝑙𝑙−1
𝑘𝑘1+𝜈𝜈1+⋯𝑘𝑘𝑙𝑙+𝜈𝜈𝑙𝑙+⋯𝜈𝜈𝑛𝑛 =𝑚𝑚 ,

𝑘𝑘𝑗𝑗 =0,…𝑚𝑚 ,   𝑗𝑗 =1,…𝑙𝑙

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

+ 𝛽𝛽𝑙𝑙−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑙𝑙−1) + 𝜇𝜇𝑙𝑙−1, 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑙𝑙 +𝜈𝜈𝑙𝑙 𝑟𝑟𝑙𝑙 + 𝜇𝜇𝑙𝑙 , 𝜇𝜇𝑙𝑙+1, … 𝜇𝜇𝑛𝑛 ): 𝜇𝜇 ∈ 𝜌𝜌(𝜈𝜈), 𝛽𝛽𝑗𝑗 = 1, … 𝑝𝑝 − 1, 𝑗𝑗
= 1, … 𝑙𝑙 − 1  �. 

�𝑓𝑓(𝜇𝜇1, … 𝜇𝜇𝑛𝑛 ) − 𝑃𝑃𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 (𝜇𝜇; 𝑓𝑓)� ≤ �
𝑘𝑘�𝛼𝛼 �𝑓𝑓(𝑘𝑘)�

𝑘𝑘�𝛼𝛼
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

≤ � �
1

𝑘𝑘�𝛼𝛼𝑞𝑞�
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

�

1 𝑞𝑞�⁄

� � �𝑘𝑘�𝛼𝛼 �𝑓𝑓(𝑘𝑘)��𝑞𝑞�′

𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

�

1 𝑞𝑞�′⁄

≤ ‖𝑓𝑓𝛼𝛼 ‖𝐿𝐿𝑞𝑞� � �
1

𝑘𝑘�𝛼𝛼𝑞𝑞�
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

�

1 𝑞𝑞�⁄

≤ ‖𝑓𝑓𝛼𝛼 ‖𝐿𝐿𝑞𝑞 � �
1

𝑘𝑘�𝛼𝛼𝑞𝑞�
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

�

1 𝑞𝑞�⁄

= ‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊𝑞𝑞
𝛼𝛼  � �

1
𝑘𝑘�𝛼𝛼𝑞𝑞�

𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

�

1 𝑞𝑞�⁄

. 

sup
‖f‖W q

α =1
�f̂(μ1, … μn) − Pm,ν(μ; f)� ≍

(max(m − |ν|1, 1))
n−1

2

pαm ,            (2) 

Fm (x; f) = � � Pm,ν(μ; f)e2πi(μ ,x)

μ∈ρ(ν)ν1+⋯+νn ≤m,
ν i ∈ℤ+,   i=1,…,n

.                            



318

HERALD  OF  THE  KAZAKH-BRITISH 
TECHNICAL  UNIVERSITY          No. 4(75) 2025

Оценим

Рассмотрим отдельно

Учитывая, что  получаем

Отсюда получаем 

Ряд  ввиду условия  сходится и ввиду оценки [24] 

где   означает , получаем

Для случая  применим вложение  где – пространство Коробова.

Объединяя полученные оценки, выполняется неравенство (1).
Пусть . Докажем (2). Оценка сверху следует из (1). Докажем оценку снизу.
Введем пробную функцию

� �
1

𝑘𝑘�𝛼𝛼𝑞𝑞�
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

�

1 𝑞𝑞�⁄

. 

� 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑗𝑗 +𝜈𝜈𝑗𝑗 −1�𝑝𝑝𝑟𝑟𝑗𝑗 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑗𝑗 � + 𝜇𝜇𝑗𝑗
��������������������������������������−𝛼𝛼𝑞𝑞�

𝑝𝑝−1

𝛽𝛽𝑗𝑗 =1

≤ � 𝑝𝑝𝑘𝑘𝑗𝑗 +𝜈𝜈𝑗𝑗 −1�𝑝𝑝𝑟𝑟𝑗𝑗 + 𝛽𝛽𝑗𝑗 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑗𝑗 � − 𝑝𝑝𝜈𝜈𝑗𝑗����������������������������������������−𝛼𝛼𝑞𝑞�
𝑝𝑝−1

𝛽𝛽𝑗𝑗 =1

≤ �𝑝𝑝𝑘𝑘𝑗𝑗 +𝜈𝜈𝑗𝑗 −2𝑟𝑟𝑗𝑗��−𝛼𝛼𝑞𝑞� . 

� �
1

𝑘𝑘�𝛼𝛼𝑞𝑞�
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

�

1 𝑞𝑞�⁄

≤ 𝑐𝑐
1

𝑝𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼

⎝

⎜
⎛

� � � 𝑟̅𝑟−𝛼𝛼𝑞𝑞�

𝑟𝑟∈ℤ𝑙𝑙𝑘𝑘1+𝜈𝜈1+⋯𝑘𝑘𝑙𝑙 +𝜈𝜈𝑙𝑙+⋯+𝜈𝜈𝑛𝑛 =𝑚𝑚 ,
  k𝑗𝑗 =0,…𝑚𝑚 ,   𝑗𝑗 =1,…𝑙𝑙

𝑛𝑛

𝑙𝑙=1

⎠

⎟
⎞

1 𝑞𝑞�⁄

. 

�𝑓𝑓(𝜇𝜇1, … 𝜇𝜇𝑛𝑛 ) − 𝑃𝑃𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 (𝜇𝜇; 𝑓𝑓)� ≤ �
𝑘𝑘�α �𝑓𝑓(𝑘𝑘)�

𝑘𝑘�𝛼𝛼
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

≤ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑘𝑘∈ℤ𝑛𝑛

𝑘𝑘�𝛼𝛼 �𝑓𝑓(𝑘𝑘)� �
1

𝑘𝑘�𝛼𝛼
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

= ‖𝑓𝑓‖𝐸𝐸𝛼𝛼 �
1

𝑘𝑘�𝛼𝛼
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

≤ ‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊1
𝛼𝛼 �

1
𝑘𝑘�𝛼𝛼

𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

≤ 𝑐𝑐
(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚 − |𝜈𝜈|1, 1))𝑛𝑛−1

𝑝𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼 ‖𝑓𝑓‖𝑊𝑊1
𝛼𝛼 . 

� �
1

𝑘𝑘�𝛼𝛼𝑞𝑞�
𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇

�

1 𝑞𝑞�⁄

≤ 𝑐𝑐
(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑚𝑚 − |𝜈𝜈|1, 1))

𝑛𝑛−1
𝑞𝑞�

𝑝𝑝𝛼𝛼𝛼𝛼 . 
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где  
Применим неравенства Литтлвуда-Пэли к норме

Применяя теорему 1 и вложение  где , получим

Для  (см. теорему А):

Для  оценка снизу получается ввиду того, что – полином со спектром из 
ступенчатого гиперболического креста, т.е.

где – множество полиномов со спектром из ступенчатого гиперболического креста. Но 
ввиду

получаем

Теорема доказана.

Заключение

В данной статье была приведена новая восстанавливающая функция для пространств Со-
болева с доминирующей смешанной производной. Было доказано, что восстанавливающая 
функция точна для полиномов со спектром из соответствующего ступенчатого гиперболиче-
ского креста. Были получены оценки погрешности восстанавливающей функции, имеющей 
порядок ортопоперечника, что является оптимальным для пространств Соболева с доминиру-
ющей смешанной производной. 

Информация о финансировании
Данная статья финансирована Комитетом науки Министерства науки и высшего образо

вания Республики Казахстан (грант №AP 23488613). 

‖𝑓𝑓0‖W 𝑞𝑞
𝛼𝛼 ≍ �� � � � 𝜇̅𝜇𝛼𝛼 𝑓𝑓0� (𝜇𝜇)𝑒𝑒2𝜋𝜋𝜋𝜋 (𝜇𝜇 ,⋅)

𝜇𝜇∈𝜌𝜌(𝑘𝑘)

�

2

𝑘𝑘∈ℤ+
𝑛𝑛

�

1 2⁄

�

𝐿𝐿𝑞𝑞

≍ 1. 

𝐼𝐼2 ≤ 𝑐𝑐

⎝

⎜
⎛

� � 𝜇̅𝜇
2
𝜏𝜏′ −1

𝜇𝜇 ∈𝜌𝜌(𝜈𝜈)

𝑚𝑚 − |𝜈𝜈|1�����������𝑛𝑛−1

𝑝𝑝2(𝛼𝛼−𝜀𝜀)𝑚𝑚 � �𝑘𝑘�𝛼𝛼 �𝑓𝑓(𝑘𝑘)��2

𝑘𝑘∈𝐻𝐻𝑚𝑚 ,𝜈𝜈 ,𝜇𝜇𝜈𝜈1+⋯+𝜈𝜈𝑛𝑛 ≤𝑚𝑚 ,
𝜈𝜈𝑗𝑗 =0,…,𝑚𝑚 ⎠

⎟
⎞

1 2⁄

≤ 𝑐𝑐
1

𝑝𝑝�𝛼𝛼−1
𝑞𝑞+1
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СОБОЛЕВ КЕҢІСТІКТЕРІ ҮШІН БАСЫМ АРАЛАС ТУЫНДЫСЫ 
БАР ҚАЛПЫНА КЕЛТІРЕТІН ФУНКЦИЯ

Аңдатпа 
Сызықтық аппроксимация – бұл белгілі бір кластағы функцияны осы кластың бекітілген ақырлы 

өлшемді ішкі кеңістігінің элементтерімен жуықтау. Мысалы, бір айнымалылы периодты функциялар үшін 
мұндай элементтер ретінде тригонометриялық көпмүшелер алынады. Бізді қызықтыратын көпөлшемді 
жағдайда, яғни әр айнымалы бойынша периодты функциялар үшін, аталған ішкі кеңістік рөлін жиілігі бас
палдақты гиперболалық крестен тұратын тригонометриялық көпмүшелер жиыны атқарады. Дегенмен, бұл 
көпмүшелердің коэффициенттерін таңдау мәселесі туындайды. Бұл мақалада берілген нүктелер бойынша 
басым аралас туындысы бар Соболев кеңістігіндегі функцияларды қалпына келтіру аппараты ұсынылып, 
қалпына келтіру қателігіне бағалаулар алынды. Әдіс қалпына келтіруші функцияны жиілігі баспалдақты 
гиперболалық креске жататын, ал коэффициенттері берілген нүктелер арқылы есептелетін көпмүше түрінде 
құруға негізделген. Жуықтау қателігінің реті ортогональ көлденеңмен шамалас, бұл – мұндай көпмүшелер 
үшін оңтайлы нәтиже. Ұсынылған әдіс жиілігі баспалдақты гиперболалық креске жататын көпмүшелер үшін 
дәл нәтиже береді. Сондай-ақ, аталған кеңістіктердегі функциялардың Фурье коэффициенттерін қалпына 
келтіретін функционал алынған. Қалпына келтіру функциясының нақты өрнегінің арқасында алынған 
формуланы қолданбалы есептерді шешуде пайдалануға болады.

Тірек сөздер: көп айнымалы, функциялар теориясы, Соболев кеңістігі, аралас туынды, гиперболалық 
жиілік.
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RECOVERY FUNCTION FOR SOBOLEV SPACES 
WITH DOMINATING MIXED DERIVATIVE

Abstract 
Linear approximation is the approximation of a function from a certain class by elements of a fixed finite-

dimensional subspace of that same class. For instance, for one-dimensional periodic functions, such elements are 
trigonometric polynomials. In the multidimensional case of interest, for functions periodic in each variable, this 
subspace is the set of trigonometric polynomials with a spectrum from a step hyperbolic cross. However, the question 
of selecting coefficients for these polynomials arises. This paper presents an apparatus for recovering functions from 
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Sobolev spaces with a dominating mixed derivative based on given points, and establishes error estimates for the 
recovery. The method is based on constructing a recovery function in the form of a polynomial with a spectrum 
from a step hyperbolic cross, where the coefficients are calculated using the given points. The approximation error 
is of the order of the orthowidth, which is an optimal result for such polynomials. The proposed method is exact 
for polynomials with a spectrum from a step hyperbolic cross. Additionally, a functional that recovers the Fourier 
coefficients for functions from the indicated spaces is derived. Due to the explicit expression of the recovery 
function, the obtained formula can be used to solve applied problems.

Keywords: multiple dimension, function theory, Sobolev spaces, mixed derivative, hyperbolic cross.
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