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О НЕКОТОРЫХ ПОДКЛАССАХ КЛАССОВ ПОЧТИ ВЫПУКЛЫХ 
И ДВАЖДЫ ПОЧТИ ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ

Аннотация
Известно, что класс  почти выпуклых функций задается условием положительности функционала 

 со звездообразной функцией . Замена звездообразной функции  на выпуклую приво-
дит к известному подклассу  класса . В настоящей статье вводится обобщение класса  на случай, 
когда множество значений  содержится в области специального вида, которая в частном случае может
совпадать и с полуплоскостью. Также обобщение связано с расширением класса  до определенного под-
класса класса нормированных дважды почти выпуклых функций. Многообразие частных случаев области 
специального вида и переход к дважды почти выпуклым функциям позволяет получить как новые ориги-
нальные результаты, так и обобщения ранее известных результатов. Основные исследования данной статьи 
направлены на доказательство теорем об искажении, нахождение радиусов выпуклости рассматриваемых 
классов функций и обоснование точности полученных результатов. Также установлена связь введенного 
класса функций с некоторым новым классом дважды почти звездообразных функций. Для данного класса 
и его подклассов также получены новые результаты в виде теорем о росте и радиусе звездообразности и 
обобщения ранее известных результатов.

Ключевые слова: звездообразные функции, почти звездообразные функции, почти выпуклые функ-
ции, теоремы искажения, радиусы выпуклости, теоремы роста, радиусы звездообразности.

Введение

Рассматриваются функции, аналитические в единичном круге . Класс та-
ких функций с разложением вида , , обозначим через 

, а класс функций , , – через . Также положим 
,  и пусть  – класс Каратеодори функций  из  с положительной веще-

ственной частью.
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Известными подклассами класса  являются класс  выпуклых функций и класс  звез-
дообразных функций, а также их подклассы

При этом  и . Опираясь на классы  и , в [1] был представлен класс 
 почти выпуклых функций.

Напомним [1], что функция  тогда и только тогда, когда для некоторой функции 
 выполняется условие

Поскольку  тогда и только тогда, когда , то условие (1) равносильно ус-
ловию

в котором . 
Рассмотрим также класс  функций , почти выпуклых порядка  [2], [3], который 

задается условием

Отметим, что  и .
Если в условии (2) вместо выпуклой функции  использовать почти выпуклую функ-

цию, то получим класс  дважды почти выпуклых функций (doubly close-to-convex functions) 
. При этом  и функции класса  могут быть и неоднолистными.
В статье  исследуются свойства некоторых подклассов класса почти выпуклых функций 

и класса дважды почти выпуклых функций, включая теоремы об искажении и о радиусе вы-
пуклости. Устанавливается взаимосвязь данных классов с другими классами аналитических 
функций, на основе которой выводятся свойства функций этих классов. Представленные здесь 
результаты обобщают ряд ранее известных работ.

Материалы и методы

Концепция подчиненности аналитических функций имеет плодотворные применения при 
исследовании экстремальных свойств аналитических функций, различные классы которых 
также удобно задавать в форме подчиненности.

Всюду ниже будем считать, что  и  – аналитические в круге  функции и  
однолистна в . 

Определение 1. Если выполняется условие согласования нормировок   и ус-
ловие вложения областей , то функция  называется подчиненной функции 

. 
При этом используется обозначение , а функция  называется мажоран-

той подчинения. 
В теории подчиненности важным фактом является то, что соотношение  

распространяется на все внутренние круги , , что позволяет многие свойства 
мажоранты подчинения переносить на подчиненную функцию.
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Определение 1. Будем говорить, что аналитическая в  функция  из  принадлежит 
классу  тогда и только тогда, когда выполняется условие

При этом будем считать, что .
Условие (3) равносильно подчиненности , где мажоранта подчинения  

задается по формуле

При разных значениях параметров областью значений  может быть круг, полупло-
скость и область, ограниченная гиперболой или правой половиной лемнискаты Бернулли.  

Лемма 1. Пусть , . Тогда для любой функции  при 
, , выполняются оценки

которые достигаются для функции , где  задана по формуле (4).
Для случая, когда , лемма 1 доказана в [4], а при  лемма 1 вытекает 

из следствия 1 [4].
В статье [5] были исследованы свойства функций  из , которые удовлетворяют усло-

вию (1), но не со звездообразной функцией , а с выпуклой функцией . В дальнейшем 
этот класс функций исследовался в [6], где было введено обозначение класса . Поскольку 

, то в силу определения класса  получаем, что . 
Опираясь на концепцию подчиненности аналитических функций, в статьях [7, 8] были 

введены и исследовались подклассы  и  класса , заданные, соответственно, 
условиями 

и 

Заметим, что . 
В [9] исследовался класс  функций  таких, что

где . Поскольку  и , то класс  является подклассом класса  дважды 
почти выпуклых функций.

С почти выпуклыми функциями тесно связаны почти звездообразные функции (close-to-
starlike functions), класс  которых был введен в [10] с помощью условия 

где . Если в условии (6) , то получаем класс  дважды почти звездообразных 
функций (doubly close-to-starlike functions). При этом, .

К первым исследованиям в этом направлении можно отнести статьи [11–12]. В них найде-
ны радиусы звездообразности классов почти звездообразных функций, заданных условиями 
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вида  и , в которых . Для нас интересными будут два анало-
гичных результата из [11–12], в которых  является выпуклой. Именно в [11–12] найдены 
радиусы звездообразности  и  классов, заданных условиями   
и , в которых .

Между классами  и  можно установить простую связь, которая выражается соотно-
шением . Учитывая также, что , на основе 
приведенных выше результатов из [11–12] получаем, что радиусы выпуклости классов функ-

ций, заданных условиями  и , где , задается формулами 
 и . То есть в  [11–12], по сути, найдены радиусы выпуклости класса  и 

его подкласса, заданного условием .
Всюду ниже будем считать, что  и .
Определение 2. Пусть  – класс функций , для каждой из которых существует 

функция  такая, что . 
Таким образом,

Отметим, что класс , являясь подклассом класса , содержит только однолистные 
(почти выпуклые) функции.

Покажем, что класс  не является пустым множеством.

Пусть , , . Рассмотрим функции

Тогда  и

Так как функция  однолистно отображает круг  на круг , то 
функция  удовлетворяет условию 

Следовательно,  и .
Рассмотрим другие примеры функций класса .

Пример 1. Пусть , ,   и

Поскольку в круге  для  выполняется условие

то . Так как 
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то 

Поэтому выполняется условие

следовательно, .
При   функция  и мы получаем более простой пример функции класса 

:

Пример 2. Пусть 

Тогда  и  так как 

Пример 3.  Пусть  и пусть

  
причем, в силу ограничения на параметр  функция . Поскольку 

то

Поэтому .
При  получаем функцию

Пример 4.  Пусть , , и пусть . Тогда

Поэтому

Следовательно,  .
С дугой стороны, 

где  Поэтому .  
Определение 3. Пусть  – класс функций , для каждой из которых суще-

ствует функция  такая, что .
Из определения 3 вытекает, что любая функция  должна удовлетворять 

неравенству
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причем

Из условия (8) следует, что функция  является почти выпуклой. Поэтому в силу усло-
вия (7) функция  является дважды почти выпуклой.

Заметим, что  и . Кроме того, , 
 и , причем .

Рассмотрим примеры функций класса . Кроме того, покажем, что класс 
 может содержать и неоднолистные функции.

Пример 5.  Пусть , , , ,  и

Тогда

Поэтому .
Поскольку

то 

В силу этого, с учетом того, что , по определению 3 получаем, что 
.

Рассмотрим частный случай, когда ,  и .
Тогда 

Поскольку , то , и . Аналогично 
, поэтому .

Заметим, что функция  не является однолистной в круге . 
Для доказательства этого возьмем две точки  из круга  и покажем, что 

. Пусть

Обозначим . Тогда , . Поэтому 
, . Следовательно, , то есть функ-
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ция  не является однолистной в круге .
Таким образом, мы доказали, что класс , а значит, и класс  содер-

жит и неоднолистные функции.
Пример 6.  Пусть ,   и .  

Тогда 

и

Поэтому . С учетом этого, так как 

то .
Определение 4. Пусть  – класс функций , для каждой из которых существует 

функция  такая, что .
Таким образом,

Определение 5. Пусть  – класс функций , для каждой из которых суще-

ствует функция  такая, что .
Из определения 5 следует, что любая функция  должна удовлетворять 

неравенству

где

Поскольку , то . Кроме того, если функция  удовлетворяет условию (10), 
то она удовлетворяет и условию , где . Поэтому функции класса  яв-
ляются почти звездообразными функциями, то есть . Аналогично, в силу (9)–(10) 
класс  является подклассом класса  дважды почти звездообразных функций.

Пример 7. Пусть  , , ,  и 

Тогда , поскольку 
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и поэтому выполняется условие (10). С другой стороны, 

Поэтому выполняется условие (9), где . Следовательно, по определению 5 
.

В частности, если , то . При этом  в 
точке  круга . Следовательно, класс  почти звездообразных функций со-
держит и неоднолистные функции.

Между классами ,  и классами ,  имеется простая 
связь

и
 .                               (11)

Целью статьи является  исследование свойств функций классов  и , в 
том числе теорем об искажении и радиусе выпуклости, а также на основе взаимосвязи (11) – 
свойств функций классов  и . Тем самым, получить новые результаты и 
обобщения ряда результатов из ранних работ.

Результаты и обсуждение

1. Теорема искажения в классе 

Теорема 1. Пусть ,  и , . Тогда для любой 
функции  при , , имеет место точная оценка

Доказательство. Пусть , . Тогда 

Поскольку  , , то на основании леммы 1 при  для всех , , 
, выполняются неравенства

В силу этого
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По теореме роста для выпуклой функции  (см. [13]) 

Поэтому предыдущая оценка вместе с данной оценкой приводят к оценке (12).
Точность оценки (12) следует из того, что для функции

в точках  и  в оценке (12), соответственно, слева и справа достигаются знаки ра-
венства.

2. Радиус выпуклости класса 
Теорема 2. Пусть  и , . Тогда функция  отобра-

жает круг  на выпуклую область, где  – единственный на  интервале  корень 
уравнения

При  результат точный. Экстремальная функция задается по формуле (13).
Доказательство. Если обозначить , , то  и
 

Поэтому в круге  выполняется неравенство

Известно (напр., [14]), что любая выпуклая функция является звездообразной порядка , 
то есть . Поэтому

откуда

Поэтому, применяя оценку (5) при  к функциям  и , для всех , 
 , , получаем неравенство

Поэтому, если

то будет выполняться условие выпуклости и функция  будет выпуклой в круге , то 
есть приходим к уравнению (14). Поскольку функция  убывает на  от  до 

, а функция
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возрастает на  от  до , то уравнение (14) на  имеет единственный корень .
Для доказательства точности радиуса выпуклости при  рассмотрим функцию 

(13) с  . Тогда 

Поэтому в точке  получаем

То есть радиус выпуклости улучшить нельзя. 

3. Некоторые следствия

Положим, , , . Тогда класс  преобразуется в класс 
функций , удовлетворяющих условию

где . Поскольку теперь , , , то из теорем 1–2 
вытекает следующее утверждение.

Следствие 1. Если выполняется условие (15), то при , , справедливо не-
равенство

и функция  отображает круг  на выпуклую область, где  – единственный на  ин-
тервале  корень уравнения

При  следствие 1 дает следующие результаты статьи [9].
Следствие 2 [9]. В классе  имеет место точная оценка

и функция  отображает круг  на выпуклую область, где

Пусть , . Тогда класс  преобразуется в класс  функций 
, удовлетворяющих условию

Поэтому прямым следствием теорем 1 и 2 является
Следствие 3. Пусть , где , , и пусть  и  – корень 

уравнения

принадлежащий  интервалу . Тогда при ,  справедлива оценка
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и функция  является выпуклой в круге . Теорема искажения и радиус выпуклости 
являются точными.

Учитывая, что , из следствия 3 при ,  получаем оценку [5]

 и радиус выпуклости  класса , ранее найденный в [5], [12].
При ,  из следствия 2  вытекает точная оценка 

и точный радиус выпуклости  класса  функций , удовлетворяющих ус-

ловию , где . Заметим, что радиус выпуклости получен ранее в [13].
Положим , . Тогда ,   и получаем класс 

 функций , заданный условием

Поэтому имеет место
Следствие 4. В классе  справедлива точная оценка

и радиус выпуклости .

4. Почти звездообразные и дважды почти звездообразные функции
Взаимосвязь (11) классов  и  с учетом соотношения 

 позволяет результаты теорем 1 и 2 перенести на класс  
дважды почти звездообразных функций.

Теорема 3. Пусть ,  и , . Тогда для любой 
функции  класса  при , , справедлива точная оценка

                                                                                (16)

и функция  отображает круг  на звездообразную область, где  – корень уравне-
ния (14).

При  результат точный. Экстремальная функция имеет вид

Примечание 1. Обозначим через  радиус звездообразности порядка  класса 
. Если в теоремах 2 и 3 вместо условия выпуклости и условия звездообразности 

использовать условие  выпуклости порядка  (в теореме 2) и, соответ-
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ственно, условие  звездообразности порядка  (в теореме 3), то по аналогии с 
предыдущим найдем радиус  как корень уравнения

Поскольку частью экстремальной функции  из (17) является выпуклая функция 
, то частным случаем класса  является класс  функций 

, определенный с помощью условия

Поэтому в качестве следствия из теоремы 3 с учетом примечания 1 получаем
Следствие 5. Пусть , , , , , 

. Тогда в классе   при  справедлива точная оценка (16) и 
любая функция  из  отображает круг  на звездообразную область, 
где  – корень уравнения (18), принадлежащий интервалу . 

При  результат точный. Экстремальная функция задается по формуле (17).
В последние годы вышел ряд работ (например, [15–20]), в которых получены различные 

радиусы звездообразности некоторых классов почти звездообразных и дважды почти звездо-
образных функций.

Частными случаями класса  являются классы, рассматриваемые в [15]:

,

, 

. 

Поэтому при соответствующем выборе параметров  из следствия 5 получаются 
радиусы звездообразности порядка  классов , ,  из [15] и в дополнение к результатам 
из [15] – теоремы искажения классов , , .

Следствие 6. Теоремы искажения и радиусы звездообразности порядка  классов , , 
 имеют следующий вид:

1) в классе 

2) в классе 

3) в классе 

Заключение

В статье получило дальнейшее развитие исследование классов аналитических нормиро-
ванных функций  из , введенных в [5] и [9]. Для этого вводится и исследуется обобщен-
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ный класс дважды почти выпуклых функций, который при определенных значениях параме-
тров приводит как к классам из [5], [9] и других статей, а также дает ряд новых интересных 
подклассов.

Установлена связь введенного класса функций с некоторым подклассом класса дважды 
почти звездообразных функций, на основе которой исследованы свойства этого класса. В том 
числе получены обобщения некоторых ранее известных результатов.

Доказанные в статье утверждения являются новыми результатами в теории экстремаль-
ных задач для подклассов дважды почти выпуклых и дважды почти звездообразных функций.
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ДӨҢЕС ДЕРЛІК ЖӘНЕ ЕКІ ЕСЕ ДӨҢЕС ДЕРЛІК ФУНКЦИЯЛАР 
КЛАСЫНЫҢ КЕЙБІР ҚОСАЛҚЫ КЛАСТАРЫ ТУРАЛЫ

Аңдатпа
Дөңес дерлік функциялардың  класы функциялық  оңдылығымен анықталатыны белгілі, 

мұндағы  – жұлдыз тәрізді функция. Жұлдыз тәрізді функцияны  дөңес функциямен алмастырсақ, 
онда  класының белгілі бір қосалқы класы алынады.  Бұл мақалада біз мәндер жиыны  белгілі бір
жағдайда жарты жазықтықпен сәйкес келетін ерекше түрдегі аймақта болған жағдайға белгілі бір жағдайда 
жарты жазықтықпен сәйкес келетін ерекше типтегі облыста орналасқан жағдайға арналған класының 
жалпылауын енгіземіз. Бұл жалпылау, сонымен қатар, нормаланған қос дерлік дөңес функциялар класының 
белгілі бір ішкі сыныбына дейін класын кеңейтуге байланысты. Арнайы типтегі облыстардың әртүрлілігі 
мен екі есе дерлік дөңес функцияларға көшу бізге жаңа нәтижелер алуға, сондай-ақ бұрын белгілі нәтижелерді 
жалпылауға мүмкіндік береді. Мақаланың негізгі зерттеу бағыттары – бұрмалану туралы теоремаларды 
дәлелдеу, қарастырылған функциялар класының дөңестік радиустарын анықтау және алынған нәтижелердің 
дәлдігін негіздеу болып табылады. Сонымен қатар, енгізілген функциялар класы мен екі есе дерлік жұлдыз 
тәрізді функциялардың жаңа класы арасындағы байланыс орнатылды. Бұл класс пен оның ішкі сыныптары 
үшін жұлдыз тәрізділіктің өсуі мен радиусы туралы, сондай-ақ бұрын белгілі нәтижелерді жалпылауға 
қатысты жаңа теоремалар алынды. 

Тірек сөздер: жұлдыз тәрізді функциялар, дөңес функциялар, бұрмалау теоремалары, дөңес радиустар, 
өсу теоремалары, жұлдыз тәрізді радиустар.



294

HERALD  OF  THE  KAZAKH-BRITISH 
TECHNICAL  UNIVERSITY          No. 4(75) 2025

1Maiyer F.F.,
Cand. Phys.-Math. Sc., Professor, ORCID ID: 0000-0002-2278-2723,

e-mail: maiyer@mail.ru
1Tastanov M.G.,

Cand. Phys.-Math. Sc., Professor, ORCID ID: 0000-0003-1926-8958,
e-mail: tastao@mail.ru

1*Utemissova A.A.,
Cand. Ped. Sc., Associate Professor,ORCID ID: 0000-0001-5143-0260,

*e-mail: anar_utemisova@mail.ru
1Kalakov B.A.,

Cand. Phys.-Math. Sc., ORCID ID: 0009-0003-6007-0254
e-mail: kalakov1968@gmail.com

 1Akhmet Baitursynuly Kostanay Regional University, 
Kostanay, Kazakhstan

ABOUT SOME SUBCLASSES OF CLASSES OF CLOSE-TO-CONVEX
 AND DOUBLY CLOSE-TO-CONVEX FUNCTIONS 

Abstract
It is known that the class  close-to-convex functions is defined by the condition of positivity of the functional 

 with a starlike function . Replacing the starlike function  with a convex one leads to a known 
subclass  of the class . In this article, we introduce a generalization of the class  to the case when the set of 
values  is contained in a region of a special type, which, in a particular case, can coincide with a half-plane. 
The generalization is also associated with the extension of the class  to a certain subclass of the class of normalized 
doubly close-to-convex functions. The diversity of special cases of a domain of a special type and the transition to 
doubly close-to-convex functions allows us to obtain both new original results and generalizations of previously 
known results. The main research of this article is aimed at proving theorems on distortion, finding the radii of 
convexity of the considered classes of functions and justifying the accuracy of the obtained results. A connection has 
also been established between the introduced class of functions and a certain new class of doubly close-to-starlike 
functions, special cases of which have been actively studied in recent years. For this class and its subclasses, new 
results have also been obtained in the form of theorems on growth and radius of starlikeness and generalization of 
previously known results.

Keywords: starlike functions, close-to-starlike functions, close-to-convex functions, distortion theorems, radii 
of convexity, growth theorems, radii of starlikeness.
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