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ПАРАМЕТРІ БАР ЖҮКТЕЛГЕН 
ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШІН 

КӨПНҮКТЕЛІ ШЕТТІК ЕСЕПТІҢ ШЕШІЛІМДІЛІГІ

Аңдатпа
Бұл мақала параметрі бар жүктелген дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін көпнүктелі шеттік есеп

тің шешілімділігінің мәселелеріне арналған. Зерттеу Жұмабаевтың параметрлеу әдісі арқылы жүргізіледі. Бұл 
әдіс бастапқы шеттік есепті шешуді алгебралық теңдеулер жүйесін және жәй дифференциалдық теңдеулер 
үшін Коши есептерін шешуге алып келеді. Параметрлеу әдісінің алгоритмдеріне өзгерістер енгізілді, бұл 
алгоритмнің жинақтылығына шеттік шарттардың әсерін әлсіретуге мүмкіндік берді. Параметрлеу әдісінің 
ерекшеліктеріне сәйкес, параметрі бар жүктелген дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін көпнүктелі 
шеттік есептің шешімінің бар болуы және жалғыздығы үшін жеткілікті шарттар алынды. Бұл шарттар 
әдістің өзгертілген алгоритмдерінің жинақтылығын да қамтамасыз етеді. Зерттеу нәтижелері – параметрі 
бар жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептермен сипатталатын әртүрлі модельдердің 
әрекетін талдаудың конструктивті құралы. Келтірілген мысал ұсынылған әдістің жүзеге асырылуы мен 
тиімділігін анық көрсетеді.

Тірек сөздер: көпнүктелі шеттік есеп, жүктеу, параметр, параметрлеу әдісі, шешілімділік.

Кіріспе 
Ұсынылып отырған мақалада  интервалында параметрі бар жүктелген дифферен

циалдық теңдеу үшін төмендегідей сызықтық көпнүктелі шеттік есеп қарастырылады

(1)

(2)

мұндағы  – өлшемді  , , матрицалары, - өлшемді 
 матрицасы және  – өлшемді  вектор-функциясы  аралығында үзіліссіз; 
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 – өлшемді ,  матрицалары,  – өлшемді  матрицасы – 
тұрақты матрицалар, – тұрақты вектор; ,   .

Жәй дифференциалдық теңдеулер үшін көпнүктелі шеттік есептер – классикалық екі 
нүктелі есептерге қарағанда күрделі физикалық процестерді модельдеуге мүмкіндік беретін 
маңызды зерттеу саласы. Мұндай есептер аралық бақылауы бар процестерді модельдеу 
кезінде, тиімді басқару есептерінде, тербелістер теориясында, жылу алмасу мен басқа да 
қолданбалы салаларда жиі кездеседі [1, 2].

Көпнүктелі шеттік есептер теориясы соңғы онжылдықтарда белсенді түрде дамып келеді. 
Сызықтық және сызықтық емес көпнүктелі шеттік есептердің шешімдерінің бар болуы және 
оның жалғыздық шарттары [3–8] еңбектерінде зерттелген.  

Көпнүктелі шеттік есептерді шешудің сандық әдістері де белсенді дамып келеді: [4, 5] 
жұмыстарында коллокация әдісі ұсынылса, [9] еңбекте вариациялық итерациялық әдіс,  
ал [10] жұмысында Адомиан жіктеу әдісі ұсынылған. Сонымен қатар, [11] жұмысында атқылау 
әдісіне негізделген екінші ретті көпнүктелі шеттік есептер шешімдерін жуықтауға арналған 
сандық әдіс әзірленген. 

Жүктелген дифференциалдық теңдеулер классикалық модельдерді жалпылайды және 
оларды талдауда дәлірек әдістерді талап етеді. Мұндай теңдеулер нақты процестерді дәлірек 
сипаттауға мүмкіндік береді, мысалы, уақытша жүктемелер әсерінен серпімді құрылымдар
дың тербелістерін, жылу көздерін ескеретін жылу алмасуды немесе шоғырланған күштердің 
әсерінен механикалық жүйелердің қозғалысын сипаттауға болады [12]. Бұл модельдер 
теориялық зерттеу (шешімдердің бар болуы мен жалғыздығы, орнықтылығы, реттелгендігі) 
жағынан да, сандық тұрғыдан іске асыруда да ерекше тәсілдерді қажет етеді. Жүктелген 
дифференциалдық теңдеулер үшін түрлі есептер [13–16] жұмыстарында зерттелген. Жүк
телген дифференциалдық теңдеулерді қолдану нақты процестердің неғұрлым дәл және сәй
кес модельдерін құруға мүмкіндік береді, бұл оларды теориялық әрі қолданбалы тұрғыдан 
маңызды зерттеу нысанына айналдырып отыр.

Бұл мақала параметрі бар жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін сызықтық көпнүктелі 
шеттік есепті зерттеуге арналады. Бұл есепті зерттеу үшін Жұмабаевтың параметрлеу әдісі [17] 
қолданылады. Есептің шешімінің бар болуы мен жалғыздығының шарттарын орнатуға басты 
назар аударылады. Алынған нәтижелерді жүйенің аралық күйлері мен бөлінген жүктемелердің 
әсерін ескеру қажет болатын математикалық модельдеу есептеріне қолдануға болады.

Негізгі ойлар. (1), (2) параметрі бар жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін көпнүктелі 
шеттік есебін шешу үшін профессор Жұмабаев ұсынған параметрлеу әдісін қолданайық. 
Осы әдістің схемасы бойынша  аралығын ,  жүктеу нүктелерінде бөліктерге 
бөлейік:   

(1), (2) параметрі бар жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін көпнүктелі шеттік есебін 

 мұнда 

белгілеуін енгізіп, қайта жазайық:

(3)

(4)
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(5)

(6)

мұнда (4) шарты – шешімнің ,  жүктеу нүктелеріндегі байланысу шарты. 
Айталық,  жұбы (1), (2) есебінің шешімі болсын, онда жұбы (3) – 

(6) есебінің шешімі болады, мұндағы . Және керісінше   
жұбы (3) – (6) есебінің шешімі болсын, онда  функциясы мен  
параметрінен құралған жұп (1), (2) есебінің шешімі болады. 

 функциясының , , нүктелеріндегі мәндерін   
шегін ,  деп белгілеп, әрбір   аралығында  
алмастыруын жасайық. (3) – (6) есебіне осы белгілеулер мен алмастыруын қолданып, осы 
есепке пара-пар болатын параметрлері бар есепке көшеміз:

(7)

(8)

(9)

(10)

(3) – (6) есебі мен (7) – (10) есебі келесі мағынада пара-пар есептер болады: жұбы 
(3) – (6) есебінің шешімі болса, онда   жұбы (7) – (10) есебінің шешімі болады, мұнда 

 ал егер 
 жұбы (7) – (10) есебінің шешімі болса, онда жұбы (3) – (6) есебінің шешімі 

болады, мұнда   

Материалдар мен әдістер

(7) – (10) есебінде   бастапқы шартының болуы  функциясын

(11)

интегралдық теңдеуінен анықтауға мүмкіндік береді.
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Бұл теңдеудегі -дың орнына осы теңдеудің оң жағын қойып, және де осы процесті  
( ) рет қайталасақ,  функциясы үшін келесідей теңдікті аламыз: 

(12)

мұндағы:

(12) теңдіктің оң жағында   шекке көшіп, (9), (10) шарттарына қойып,  пара
метріне қатысты келесідей теңдеулер жүйесін аламыз: 

                                                                                               (13)

мұндағы  

өлшемді бірлік матрица,   өлшемді нөлдік вектор.
(7) – (10) есебінің шешімі    жұбын табу үшін (11) және (13) тұйық теңдеулер 

жүйесін алдық, мұндағы   
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Таңдалынған  санына сәйкес  матрицасының кері матрицасы бар болсын. Олай 
болса  тізбектерінің мүшелері келесі алгоритм бойынша 
табылады:

0-ші қадам.  
а)  деп алып  теңдеуінен  табамыз, яғни 

. 
ә) Табылған  векторының компоненттерін қолданып,  (7), (8) Коши есептерін шешу 

арқылы  функцияларын табамыз. 

б)  және  
анықтаймыз.

 1-ші қадам. 
а) Табылған  мәндерін (13) теңдігінің оң жағына қойып,  

теңдеуінен   табамыз, яғни . 
ә) Табылған  векторының компоненттерін қолданып,  (7), (8) Коши есептерін шешу 

арқылы  функцияларын табамыз. 

б)    және  
анықтаймыз.

k-ші қадам (    ). 
а) Табылған  мәндерін (13) теңдігінің оң жағына қойып, 

 теңдеуінен  табамыз, яғни 

. 
ә) Табылған  векторының компоненттерін қолданып,  (7), (8) Коши есептерін шешу 

арқылы  функцияларын табамыз. 

б)  а және  
нықтаймыз.

Төмендегі белгілеулерді енгіземіз:
  ,

. 
Келесі теорема ұсынылған алгоритмнің жинақтылығының және (3) – (6) есебінің жалғыз 

шешімінің бар болуының жеткілікті шарттарын береді:
Теорема. Егер кейбір  үшін  матрицасының кері матрицасы бар  болып, 

 және  теңсіздіктері орындалса, онда алгоритм 
бойынша анықталған  тізбегі (3) – (6) есебінің жалғыз  шешіміне 
жинақталады, сонымен қатар

                                                                            (14)



215

ҚАЗАҚСТАН-БРИТАН  ТЕХНИКАЛЫҚ 
УНИВЕРСИТЕТІНІҢ  ХАБАРШЫСЫ № 3(74) 2025

бағалаулары орын алады. 
Ескерту: (14) бағалауынан

теңсіздігінің дұрыстығы шығады.
(3) – (6) есебі мен (1), (2) есебі пара-пар болғандықтан бұл теоремадан келесі салдар 

шығады. 
Салдар. Егер кейбір  үшін Теореманың шарттары орындалса, онда алгоритм 

бойынша анықталған  тізбегі (1), (2) есебінің жалғыз  шешіміне 
жинақталады.

Нәтижелер мен талқылау

Бұл бөлімде параметрі бар жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін сызықтық көпнүк
телі   шеттік есептің жуық шешімін табуда ұсынылған алгоритмнің жүзеге асырылуы 
көрсетіледі.

Берілгені:  интервалында  дәлдікпен параметрі бар жүктелген дифферен
циалдық теңдеу үшін төмендегідей сызықтық үшнүктелі шеттік есебінің жуық сандық 
шешімін табу керек:  

(15)

(16)

мұндағы 

, , ,

, , ,

, , , .

Шешуі: (15), (16) есебінің берілгендері бойынша , ,  
 мәндері анықталады.   

(15), (16) параметрі бар жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін үшнүктелі шеттік 
есебіне параметрлеу әдісін қолданып, 
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есептейік, онда  және  болады.
Яғни  Теорема шарттары орындалады, демек  (15), (16) есебінің 

жалғыз шешімі табылады. 
Алгоритмнің 0-ші қадамында

 
1-ші қадамында 

 параметрлері 
анықталады. Әр қадамда пайда болған (7), (8) түріндегі Коши есептерінің шешімдері 4-ретті 
Рунге-Кутта әдісімен  нүктелерінде табылды.

Келесі шамаларды есептеп аламыз:

𝛿𝛿3 = max
𝑖𝑖=0,64������

�
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 �

𝑦𝑦1
(1)(𝑡𝑡)

𝑦𝑦2
(1)(𝑡𝑡)

��
𝑡𝑡=𝑡𝑡𝑖𝑖

− 𝒫𝒫(𝑡𝑡𝑖𝑖) �
𝑦𝑦1

(1)(𝑡𝑡𝑖𝑖)
𝑦𝑦2

(1)(𝑡𝑡𝑖𝑖)
� − 𝒦𝒦0(𝑡𝑡𝑖𝑖) �

𝜆𝜆11
(1)

𝜆𝜆12
(1)� − 

онда ,   екенін анықтаймыз. 
Бұл шамалардың барлығы бізге алдын ала берілген -нан кіші. Сондықтан,  

−𝒦𝒦1(𝑡𝑡𝑖𝑖) �
𝜆𝜆21

(1)

𝜆𝜆22
(1)� − 𝒦𝒦2(𝑡𝑡𝑖𝑖) �

𝜆𝜆31
(1)

𝜆𝜆32
(1)� − 𝒫𝒫0(𝑡𝑡𝑖𝑖) �

𝜆𝜆41
(1)

𝜆𝜆42
(1)

𝜆𝜆43
(1)

� − ℱ(𝑡𝑡𝑖𝑖)� 

𝛿𝛿4 = �ℬ0 �
𝜆𝜆11

(1)

𝜆𝜆12
(1)� + ℬ1 �

𝜆𝜆21
(1)

𝜆𝜆22
(1)� + ℬ2 �

𝜆𝜆31
(1)

𝜆𝜆32
(1)� + 𝒞𝒞0 �

𝜆𝜆41
(1)

𝜆𝜆42
(1)

𝜆𝜆43
(1)

� − 𝒹𝒹�, 



217

ҚАЗАҚСТАН-БРИТАН  ТЕХНИКАЛЫҚ 
УНИВЕРСИТЕТІНІҢ  ХАБАРШЫСЫ № 3(74) 2025

жұбының компоненттерінен құралған  функциясы (15), (16) есебінің  дәлдікпен 
табылған жуық сандық шешімі болады.

Қорытынды

Жұмабаевтың параметрлеу әдісімен (1), (2) параметрі бар жүктелген дифференциалдық 
теңдеулер жүйесі үшін көпнүктелі шеттік есебін зерттеу осы есептің шешімінің бар және жалғыз 
болуының жеткілікті шарттарын алуға мүмкіндік берді. Бұл шарттардың тиімді тексерілетін 
шарттар қатарына жататындығы және (1), (2) есебінің бастапқы деректеріне негізделген 
бағалауларға толықтай сүйенетіндігі Жұмабаевтың параметрлеу әдісінің конструктивтілігі 
мен тиімділігін тағы бір мәрте дәлелдейді. Бұл жұмыс теоретик-математиктерге де, практик-
зерттеушілерге де қызықты болуы мүмкін.

Қаржыландыру туралы ақпарат. Бұл зерттеуді Қазақстан Республикасының Ғылым 
және жоғары білім министрлігінің Ғылым комитеті (грант № AP23488811) қаржыландырады.
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РАЗРЕШИМОСТЬ МНОГОТОЧЕЧНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ 
НАГРУЖЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ПАРАМЕТРОМ

Аннотация
Данная статья посвящена вопросам разрешимости многоточечной краевой задачи для системы нагру-

женных дифференциальных уравнений с параметром. Исследование проводится методом параметризации 
Джумабаева. Это позволяет свести решение исходной краевой задачи к решению системы алгебраических 
уравнений и задач Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений. В алгоритмы метода параме-
тризации внесены изменения, которые позволяют ослабить влияние краевых условий на сходимость ал-
горитма. Следуя специфике метода параметризации, были получены достаточные условия существования 
и единственности решения многоточечной краевой задачи для системы нагруженных дифференциальных 
уравнений с параметром, которые также обеспечивают сходимость измененных алгоритмов метода. Резуль-
таты исследования представляют собой конструктивный инструмент анализа поведения различных моде-
лей, которые описываются краевыми задачами для нагруженных дифференциальных уравнений с параме-
трами. Приведенный пример наглядно показывает реализуемость и эффективность предложенного метода.  

Ключевые слова: многоточечная краевая задача, нагружение, параметр, метод параметризации, раз-
решимость.  
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SOLVABILITY OF A MULTIPOINT BOUNDARY VALUE PROBLEM 
FOR LOADED DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH A PARAMETER

Abstract
This article is devoted to the solvability questions of a multipoint boundary value problem for a system of loaded 

differential equations with a parameter. The investigation is carried out using the Dzhumabaev parameterization 
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method. This allows us to reduce the solving of the original boundary value problem to the solving of a system of 
algebraic equations and Cauchy problems for ordinary differential equations. Modifications have been introduced 
into the parametrization method algorithms to reduce the influence of boundary conditions on the convergence of 
the algorithm. Following the specifics of the parametrization method, sufficient conditions for the existence and 
uniqueness of a solution to the multipoint boundary value problem for systems of loaded differential equations with 
a parameter have been established. These conditions also ensure the convergence of the modified algorithms. The 
research results provide a constructive tool for analyzing the behavior of various models described by boundary 
value problems for loaded differential equations with parameters. The presented example clearly demonstrates the 
feasibility and effectiveness of the proposed method. 

Keywords: multipoint boundary value problem, loading, parameter, parameterization method, solvability.
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