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Аннотация: В работе рассматриваются вопросы моделирования термомеханического подобия обо-
лочки при аффинном соответствии модели и натурного объекта. Сформулированы условия моделиро-
вания термомеханических явлений в виде правил пересчета параметров модели и натуры. Установле-
ны критерии подобия для определения тепловых напряжений и смещения, выполненных в определенном 
масштабе к натурному объекту. 
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МОДЕЛЬ МЕН ТАБИҒИ ОБЪЕКТ АРАСЫНДАҒЫ ЖАҚЫНДЫҚ СӘЙКЕСТІГІ  
БАР ЦИЛИНДРЛІК РЕЗЕРВУАРЛАРДЫҢ ТЕРМОМЕХАНИКАЛЫҚ ҰҚСАСТЫҒЫ

Аңдатпа: Жұмыста модель мен табиғи объектінің аффиндік сәйкестігі кезінде қабықтың термо-
механикалық ұқсастығын модельдеу мәселелері қарастырылады. Термомеханикалық құбылыстарды 
модельдеу шарттары модель мен табиғат параметрлерін қайта есептеу ережелері түрінде тұжы-
рымдалған. Жылу кернеулерін және белгілі бір масштабта табиғи объектіге орын ауыстыруды 
анықтау үшін ұқсастық критерийлері белгіленді. 

Түйінді сөздер: модельдеу, құбыр, қысым, жылу кернеуі, термомеханика

THERMOMECHANICAL SIMILARITY OF CYLINDRICAL RESERVOIRS WITH 
AFFINE CORRESPONDENCE BETWEEN THE MODEL  

AND THE FULL-SCALE OBJECT

Abstract: The paper deals with modeling the thermomechanical similarity of the shell with affine correspondence 
between the model and the full-scale object. The conditions for modeling thermomechanical phenomena 
are formulated in the form of rules for recalculating model and nature parameters. Similarity criteria are 
established for determining thermal stresses and displacements performed at a certain scale to a full-scale 
object. 

Key words: modeling, pipeline, pressure, thermal stress, thermomechanics
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Метод моделирования является эффек-
тивным средством экспериментального ис-
следования прочности, устойчивости и коле-
баний элементов технических устройств, ма-
шин, оборудования, конструкции и является 
основой всякого научно поставленного экспе-
римента [1,2]. 

В действительности при реализации ус-
ловий моделирования на основе масштабных 
преобразований зачастую приходится отка-
зываться от выполнения некоторых требова-
ний классического подобия.

Например, практическое применение мо-
делирования на основе классического ме-
тода при экспериментальном исследовании 
прочности тонкостенных трубопроводов из-
за технологических ограничений в масшта-
бах толщин приходится отступать от полного 
гео метрического подобия и вводить несколь-
ко линейных масштабов. При этом геометри-
ческое подобие моделей заменяется аффин-
ным (от латинского affinus-родственный) по-
добием модели и натуры. Указанный метод 
позволяет в ряде случаев отказаться от пол-
ного геометрического подобия и путем сокра-
щения количества необходимых критерии по-
добия ослабить ограничения на условия мо-
делирования, отвечающие классической тео-
рии подобия [2,3,4].

Рассмотрим возможность аффинного мо-
делирования термомеханического подобия 
цилиндрической оболочки с использованием 
аффинно-подобных моделей. Такие модели 
допускают введение различных параметров 
для геометрических величин, определяющих 
габаритные размеры трубопровода и для тол-
щин листового материала.

Температурное поле в упругом теле вы-
зывает локальное изменение его объема и при 
неравномерном нагреве приводит к возникно-
вению тепловых напряжений. Объемное рас-
ширение материала и термоупругие напряже-
ния зависят от коэффициента линейного рас-
ширения и пропорциональны температуре.

Рассматривая статическую задачу тер-
моупругости, включая в него все независи-

мые основные линейные размеры, модуль 
упругости и коэффициент Пуассона матери-
ала перечень основных величин запишем в 
следующем виде:

µδαεσ ,,,,,,,,, Tlðu Ε   (1)

Исключая из списка (1) безразмерные 
параметры относительную деформацию и 
 коэффициент составим матрицу размернос-
тей основных параметров, имеющих ненуле-
вую размерность:
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где KLLF ,,, δ  – основные единицы из-
мерения силы, длин и абсолютной темпера-
туры; u,σ  – характерные величины напря-
жений и перемещений, под которыми  следует 
понимать любые из компонентов напряже-
ний 

ijσ , и перемещений iu ; ð  – погонная 
нагрузка.

Ранг матрицы размерностей (2) равен r 
= 4, количество основных параметров n = 8. 
Согласно П – теореме анализа размерностей, 
количество независимых безразмерных ком-
плексов Пк, составленных из основных пара-
метров, должно быть равно к = n – r= 8 – 4 
= 4 (помимо безразмерных физических вели-
чин П5 = ε; П6 = μ). 

Согласно П – теореме анализа размернос-
тей, общее выражение для неизвестного без-
размерного отношения представим в форме: 

П 87654321 xxxxxxxx TlEPuÏ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= δασ  (3)
Пользуясь матрицей размернос-

тей (2) и формулой размерностей 
,L...........LLFdim n21 a

n
a
2

a
1 ⋅⋅=  где Li (i = 

1,2….n) основные единицы измерения, аi – 
некоторые показатели степени,  подсчитаем 
размерность произведения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 87654331 42122dim xxxxxxxx
KLLLLFKLFLLFÏ ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅= −−−−

δδδδ  (4)dim П
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Условие безразмерности произведения П 
приводит к системе алгебраических уравне-
ний для неизвестных показателей x j 

0531 =++ xxx

022 653 =++− xxx   (6)

042 7512 =+−− xxxx

084 =+− xx
Линейная однородная система (6) являет-

ся неопределенной, так как число неизвест-
ных (j=8) превышает количество уравнений 
(j=4). Считая значения x 1, x 2, x 3, x 4 произ-
вольными и  выражая через них показатели 
степени x 5, x 6 , x 7  и x 8 , найдем: 

316 x4x2x +=

316 x4x2x +=    (7)

2317 42 xxxx −−−=

48 xx =
Для величин x 1, …, x 4 могут быть назна-

чены любые значения. Пользуясь этим произ-
волом, выберем для первого решения П1: 

x 1 = 1, 0.... 42 == xx ; x 5 =-1; x 6 =2; x 7 =-2; 
x 8 = 0.

Остальные показатели вычисляем с по-
мощью уравнений (7)  

x 2 = 1, 0431 === xxx ; 5x  = 0; 6x  = 0;  7x  = 

-1; 8x  = 0;  

x 3 = 1, 0421 === xxx ; 5x  = -1; 7x  = 4; 7x  = 

-4; 8x  = 0;  

x 4 = 1, 0321 === xxx ; 5x  = 0; 6x  = 0;  8x  = 

0;  8x  = 1

Подставляя найденные значения x j в вы-
ражение (3), получим безразмерное отноше-
ние в виде:  

221
1 Å −− ⋅⋅⋅=Π δσ 

Остальные безразмерные отношения Пк 
(к=2…4) получим, полагая в уравнениях (7) 
последовательно для каждого значения к=2..4
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и вычисляя показатели x j при j = 6,7,8. 
Результаты вычисления представим в ви-

де следующей матрицы решений: 
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Используя матрицу решений (8), предста-

вим безразмерные отношения в следующей 
удобной форме: 

      (9)

Таким образом матрице решений соот-
ветствуют четыре независимых безразмер-
ных комплекса основных параметров. 

Количество безразмерных отношений (9) 
удовлетворяет П – теореме, так как число ос-
новных параметров в матрице размерностей 
(2) n = 8, ранг матрицы размерностей r  =  4 
и  k = n – r = 4. 

Дополняя список (9) безразмерными па-
раметрами ε=Π5 , µ=Π 6 , примем в 
качес тве искомых критериев подобия моди-
фицированную фундаментальную систему 
безразмерных комбинаций: 

(5)
Используя свойства показательных  функций из (4) найдем

( ) ( ) ( ) ( )847512653531 4222dim xxxxxxxxx
l

xxx KLLFÏ +−+−−++−++ ⋅⋅⋅= δdim П
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             (10)

где символ idem  означает, что соответ-
ствующее безразмерное отношение для клас-
са подобных явлений должно оставаться 
неизменным.

На основе критериев подобия могут 
сформулированы условия моделирования 
термомеханических явлений в виде правил 
пересчета параметров модели и натуры: 
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где индекс " ì " – для натурного объекта, 
"м" – для модели.

Если характеристики модели выбраны, 
исходя из равенств, определяющих критерии 
подобия (12), то для определения тепловых 
напряжений и смещений натурной конструк-
ции будут иметь место формулы:
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Если принять материал модели и натур-

ного объекта одинаковым, т.е. ,1=
M

H

E
E

 и уста-
новить масштабы моделирования линейных 

размеров, то ,,
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M
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Равенства (12) регламентируют выбор 
материала модели и температур проведения 
эксперимента, потребных для существования 
термомеханического подобия.
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