
физико-математические и технические науки 

125

УДК 519.633-519.688
МРНТИ 27.35.63

ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ АНАЛИТИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНО-
КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИЧEСКОЙ 

ПОРОУПРУГОСТИ

БЛИЕВА Д.Н.1, ФАРХАДОВ Т.2

1Казахский Национальный университет им. аль-Фараби
2Казахский Национальный педагогический университет им. Абая

Аннотация: В данной работе приводятся результаты вычислительного эксперимента для решения 
исходной начально-краевой динамической задачи пороупругости. Решение получено путем применния 
численных обратных преобразований Лапласа и Фурье к аналитическому решению соответсвующей 
системы обыкновенных дифференциальных уранений с граничными условиями. Для вычисления обрат-
ного преобразования Лапласа применены параллельные вычисления значений функций методом Талбо-
та, как наиболее устойчивым. 

Ключевые слова: пористые среды, гиперболичеcкая система, сейсмические волны, обратное преобра-
зование Фурье-Лапласа 

NUMERICAL IMPLEMENTATION OF THE ANALYTICAL SOLUTION OF 
THE INITIAL BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A SYSTEM OF DYNAMIC 

POROELASTICITY EQUATIONS

Abstract: This paper presents the results of a computational experiment for solving the initial initial-boundary 
dynamic poroelasticity problem. This solution is obtained by applying numerical inverse Laplace and Fourier 
transformations to the analytical solution of the corresponding system of ordinary differential equations with 
boundary conditions. To calculate the inverse Laplace transform, parallel calculations of function values 
using the Talbot method are used, as the most stable method.

Key words: porous media, hyperbolic system, seismic waves, inverse Fourier-Laplace transform

ДИНАМИКАЛЫҚ КЕУЕКСЕРПІМДІЛІК ТЕҢДЕУЛЕР ЖҮЙЕСІ ҮШІН 
БАСТАПҚЫ-ШЕКАРАЛЫҚ ЕСЕПТІҢ АНАЛИТИКАЛЫҚ ШЕШІМІН  

САНДЫҚ ІСКЕ АСЫРУ

Аңдатпа: Бұл жұмыста кеуексерпімділіктің алғашқы бастапқы-шекаралық динамикалық есептердің 
шешу үшін есептеу экспериментінің нәтижелері келтіріледі. Шешім шеттік шарттары бар сәйкес 
қарапайым дифференциалдық теңдеулер жүйесінің аналитикалық шешіміне Лаплас және Фурье сан-
дық кері түрлендірулерін қолдану арқылы алынған. Лаплас кері түрлендіруін есептеу үшін функция-
лардың мәндерін Талбот әдісімен параллель есептеу ең орнықты әдіс ретінде қолданылған.

Түйінді сөздер: кеуекті орта, гиперболалық жүйе, сейсмикалық толқындар, Фурье-Лаплас кері түр-
лендіруі
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Исследование процессов, происходящих 
в пористых средах, насыщенных жидкостью, 
и моделирование физических свойств по-
ристых сред занимают одно из важных мест 
среди современных задач математического 
моделирования и вычислительной математи-
ки. В частности такое моделирование широ-
ко используется в геологоразведке и нефте-
добывающей отрасли для прогнозирования 
влияния нефтедобычи на окружающую сре-
ду и минимизацию возможных негативных 
последствий. Важность данного направле-
ния обусловлена тем, что подавляющее боль-
шинство объектов в окружающей среде имеет 
пористую структуру. Причем как природно-
го так и искусственного происхождения, та-
кие как почва, горные породы, ткани живот-
ных, растений и человека, керамические, по-
лимерные и композиционные материалы, 
вспененные, пористые и порошковые метал-
лы. Сложность как экспериментального, так 
и теоретического анализа внутренней струк-
туры пористых сред вызывает необходимость 
дальнейших исследований в этом направле-
нии. Применение математического модели-
рования, учитывающего такие сложности, 
позволяет прогнозировать и оценивать эф-
фективность применения новых и модерни-
зированных технологических процессов для 
работы с пористыми средами и материала-
ми. Разработка моделей пористых сред актив-
но способствует развитию многих направле-
ний научных исследований, в том числе наук 
о земле и сельском хозяйстве, теории энергии 
и фильтрации, материаловедения, механики, 
биологии и медицины.

В данной работе проводится вычисли-
тельный эксперимент и визуализация реше-
ния начально-краевой задачи для неоднород-
ной системы дифференциальных уравнений в 
частных производных гиперболического ти-
па, описывающей процесс распространения 
сейсмических волн в насыщенной жидкостью 
пористой среде [13]. Данное решение сначала 
получено в явном виде для соответствующей 
граничной задачи для системы обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, получен-
ной в результате применения преобразования 

Фурье-Лапласа к исходной двумерной дина-
мической задаче. Рассматривается изотроп-
ная и двумерно-неоднородная относительно 
пространственных координат среда. Исходная 
модель представляет собой реалистичное 
представление пористой среды, состоящей из 
упруго деформируемой матрицы, заполнен-
ной жидкостью и позволяет объяснить наблю-
даемые эффекты, зависящие от свойств гор-
ных пород и насыщающей их поровой жид-
костью при сейсмическом процессе. В связи 
с необходимостью решения практических за-
дач в различных областях геофизики, биоме-
ханики и нефтедобычи в последние десяти-
летия было разработано численное модели-
рование процесса распространения сейсми-
ческих волн в жидко-насыщенных пористых 
средах [3, 4, 8-12]. Для численного модели-
рования таких процессов часто используется 
модель Френкеля-Био [1, 2], в которой свой-
ства насыщенной пористой среды характери-
зуются с помощью четырех параметров упру-
гости. В теории Био основным свойством 
упруго-пористой насыщенной среды являет-
ся то, что наряду с распространением попе-
речных и продольных звуковых колебаний в 
твердом каркасе, наблюдается распростране-
ние второй дополнительной продольной вол-
ны в жидкости. Основываясь на общих пер-
вых физических принципах, В.Н. Доровский 
построил свою нелинейную математическую 
модель для пористых сред, в которой также 
присутствует три типа звуковых колебаний: 
два типа продольных и один поперечный. Но 
в отличие от моделей типа Френкеля-Био, ли-
неаризованная модель Доровского [5, 6, 7] 
описывает среду тремя упругими параметра-
ми. Эти три упругих параметра взаимно одно-
значно определяются с помощью трех скоро-
стей упругих колебаний. Данные параметры 
важны для численного моделирования рас-
пространения упругих волн в пористых сре-
дах, и для их вычисления, в свою очередь, 
значения параметров пористости, физиче-
ских плотностей матрицы и насыщающей ее 
жидкости являются заданными величинами.

Основной целью данной работы является 
проведение численного эксперимента для по-
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лучения решения при конкретных заданных 
значениях параметров, описывающих пори-
стую среду с помощью трех скоростей упру-
гих колебаний, пористости, физических плот-
ностей матрицы и насыщающей ее жидкости. 
Данные значения параметров удовлетворяют 
условиям разрешимости системы уравне-
ний пороупругости в терминах преобразо-
ванных компонент скоростей частиц твердо-
го каркаса и насыщающей жидкости в пори-
стой среде, тензоров напряжений и порового 
давления. Ранее построенное точное анали-
тическое решение в явном общем виде зави-
сит от значений параметров среды. Условия 
разрешимости выведены в результате реше-

ния системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, полученной путем примене-
ния интегрального преобразования Фурье-
Лапласа и граничных условий в начальной 
точке и на бесконечности, основываясь на 
физическом смысле искомых функций, кото-
рые угасают на бесконечности. 

Работа продолжает исследование, начатое 
в предыдущих работах [13], где с помощью 
преобразования Фурье-Лапласа исходная си-
стема из восьми дифференциальных уравне-
ний в частных производных была сведена к 
системе из шести обыкновенных дифферен-
циальных уравнений следующего вида:
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И двух соотношений следующего вида:
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Cистема (1.1) - (1.6) представима в следующем матричном виде:
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где ŵ - это вектор 1 2 2 12 22ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , , , , )w w u u v pσ σ= . Тогда (10) можно записать в следующем нор-
мальном (каноническом) виде:
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где B1 = –A1
–1 A2 и B2 = –A1

–1 A3 при этом 
неоднородная система (10) является разреши-
мой, если det A ≠ 0.

Элементы матриц B1 и B2 в (11) вычисле-
ны с помощью пакета Matlab и B2 имеет сле-
дующий вид:

1
1

2

0,

0 2

0
0

ˆ

ˆ

0
ˆ

s

ik F
sB

F

F

ρ

ρ

 
 
 
 
− 

=  
 
 
 
 
 

Решение данной неоднородной системы (11) можно представить в следующем виде:
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где индекс m = 1,...,6. Собственные векто-
ры и спектр матрицы B1, состоящий из шести 
различных собственных чисел τj, j = 1,2,...,6, 
получены путем вычисления корней характе-
ристического уравнения |B1 – τE| = 0 с исполь-

зованием инструментов прикладных матема-
тических пакетов MATLAB и Mathematica. 
Спектр представляет собой три пары взаи-
мо-противоположных чисел. 
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После ряда необходимых преобразова-
ний, применения граничных условий при 
x2 = 0, и при x2→∞, включая обратное преоб-

разование Фурье-Лапласа, получено решение 
исходной динамической задачи в явном виде:
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В силу сложности полученного выраже-
ния, нахождение решения возможно только 
численно-аналитическим путем с примене-
нием численных методов приближенного вы-
числения интегралов методами обратных дис-
кретных преобразований Фурье и Лапласа. 
Для целей данной статьи проведены парал-
лельные вычисления обратного преобразова-
ния Лапласа методом Талбота с равным ко-
личеством узлов сетки n = 32 по каждой из 
пространственных переменных x1, x2. Данный 
численный эксперимент показал реализуе-
мость предлагаемого алгоритма и в дальней-
шем можно увеличивать количество узловых 
точек для более точной визуализации реше-
ния, что выдвигает более высокие требования 
к вычислительной компьютерной мощности. 

Для получения численных результатов с 
использованием реалистичных данных зна-
чений параметров рассмотрены следующие 
случаи входных данных

0,
f

sρ 1400.0 3/Kg m

0,
f
lρ 997.0 3/Kg m

1pc 2000.0 m / s

2pc 1300.0 /m s

sc 1300.0 /m s

0d 0.3

и примеров вида функций F1 и F2:

В этом случае:

Пример трехмерной визуализации полу-
ченного численного решения для функции 
w1(t, x1, x2) = u1 (t, x1, x2) при количестве узлов 
n = 32 приведена на рис. 1. На графике видно, 

что для данного решения выполняются на-
чальные и граничные условия задачи, а также 
условие угасания на бесконечности при до-
статочно большом значении x2. 

Рис. 1 – Решение для функции w1(t, x1, x2) = u1 (t, x1, x2)
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