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КЕШІГУЛІ ИНТЕГРАЛДЫҚ-ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 
ҮШІН ШЕТТІК ЕСЕПТІҢ АППРОКСИМАЦИЯСЫ ТУРАЛЫ 

Аңдатпа
Ақырлы интервалда тұрақты кешігулі аргументі бар интегралдық-дифференциалдық теңдеулер 

жүйесі үшін сызықты екі нүктелі шеттік есеп зерттеледі. Интервалды бөліктерге бөлу арқылы тұрақты 
кешігулі аргументі бар интегралдық-дифференциалдық теңдеудің интегралдық мүшесі квадратуралық 
формуламен ауыстырылады. Мұндай ауыстыру кезінде тұрақты кешігулі аргументі бар интегралдық-диф-
ференциалдық теңдеулер жүйесі үшін сызықты екі нүктелі шеттік есеп тұрақты кешігулі аргументі бар 
жүктелген дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін сызықты шеттік есеппен аппроксимацияланады. 
Кешігулі аргументі бар интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін шеттік есепке және құ-
рылған жүктелген дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін шеттік есепке де корректілі шешілімділіктің 
анықтамалары енгізіледі. Сондай-ақ кешігулі аргументі бар интегралдық-дифференциалдық теңдеулер 
жүйесі үшін сызықты шеттік есептің және кешігулі аргументі бар жүктелген дифференциалдық теңдеулер 
жүйесі үшін сызықты шеттік есептің корректілі шешілімділігінің шарттары тағайындалады. Тұрақты ке-
шігулі аргументі бар интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін сызықты екі нүктелі шеттік 
есеп пен оны аппроксимациялаушы – тұрақты кешігулі аргументі бар жүктелген дифференциалдық 
теңдеулер жүйесі үшін сызықты екі нүктелі шеттік есептің корректілі шешілімділігінің арасындағы өзара 
байланыс көрсетіледі.

Тірек сөздер: кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеу, кешігулі жүктелген дифференциалдық 
теңдеу, шеттік есеп, корректілі шешілімділік, өзара байланыс, аппроксимациялау. 

Кіріспе

 кесіндісінде кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеп 
зерттеледі

  
(1)
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                       (2)

                       (3)
мұндағы ,  матрицалары және  вектор-функциясы  аралы-ғында үзіліссіз, 

 матрицасы  үзіліссіз, матрицалары және  векторы – тұрақты. 

, , 

 ,  const.

Кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептер уақыт кідірісі 
ескерілетін популяция динамикасын модельдеуде, есте сақтау және кешігу әсерлері бар жылу 
алмасу есептерінде, робототехникалық жүйелер мен электр энергетикалық желілерді бас-
қаруда қолданылады. 

Кешігулі дифференциалдық теңдеулер үшін және кешігулі интегралдық-дифференциалдық 
теңдеулер үшін шеттік есептер әртүрлі әдістермен көптеген жұмыстарда [1–16] қарастырылған. 

Параметрлеу әдісі [17] және интегралдық-дифференциалдық теңдеуді жүктелген диф-
фе рен циалдық теңдеумен аппроксимациялау негізінде интегралдық-дифференциалдық тең-
деулер жүйелері үшін шеттік есептің корректілі шешілімділігінің қажетті және жеткілікті 
шарттары [18, 19] жұмыстарында алынған болатын. Интегралдық-дифференциалдық теңдеулер 
жүйелері үшін шеттік есеппен оны аппроксимациялаушы жүктелген дифференциалдық 
теңдеулер жүйелері үшін шеттік есептің корректілі шешілімділігінің арасындағы байланыс 
[20, 21] жұмысында көрсетілген. 

Ұсынылып отырған жұмыста  кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеу 
үшін шеттік есеп кешігулі жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеппен аппро-
ксимацияланады. Осы есептердің корректілі шешілімділігінің арасындағы өзара байланыс 
көрсетіледі. 

Материалдар мен әдістер

 интегралдау аралығын  қадаммен бөліктерге бөліп және арқылы 
 матрицасын белгілеп аламыз, яғни  

онда  есебі келесі шеттік есебіне келтіріледі:

 және  есептерінің шешімдері мен қасиеттері арасындағы өзара 
байланыс зерттеледі. 

( ), , ( ), 
 теңдіктерімен -да бөлікті үзіліссіз  матрицасын 

анықтаймыз.  матрицасының -да бірқалыпты үзіліссіздігінен кезде 
 шығады, мұнда

Анықтама 1.  есебі корректілі шешілімді деп аталады, егер кез келген  
векторлары үшін оның жалғыз шешімі бар болса және келесі теңсіздік орындалса

(4)

(5)

(6)
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,

мұндағы бұл  векторларынан тәуелсіз константа.
Анықтама 2.  есебі корректілі шешілімді деп аталады, егер кез келген  

векторлары үшін оның жалғыз шешімі бар болса және келесі теңсіздік орындалса

мұндағы бұл  векторларынан тәуелсіз константа.

Теорема 1. есебі  константасымен корректілі шешілімді және келесі теңсіздік 
орындалсын 

                       (7)
Онда  есебі

константасымен корректілі шешілімді болады және келесі бағалау орынды 

мұндағы  есебінің шешімі, ал  есебінің шешімі.
Дәлелдеуі.  есебінің корректілі шешілімділігін және оның константасын 

пайдаланып  есебінің шешімін біртіндеп жуықтау әдісімен табамыз.  
деп алып,  жуықтауын келесі шеттік есепті шешу арқылы анықтаймыз 

 матрицалары  -да сәйкесінше үзіліссіз болғандықтан 
 функциясының -да үзіліссіздігі шығады. 

Онда  шеттік есебінің корректілі шешілімділігінен  есебінің 
жалғыз шешімінің бар болуы шығады және келесі есептің 

                   

(8)

(9)

(10)
(11)

(12)

(13)
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                                  (14)

шешімі болатын  функциясы үшін

                                                                         (15)

бағалауы орынды болады. Осы үдерісті жалғастырып, -ші жуықтауын келесі 
шеттік есептен анықтаймыз 

Онда  функциясы  есебінің шешімі болады, 
мұнда  теңдеуінің оң жағындағы  функциясын  функциясымен ауыс-
тырамыз. Сонымен қатар, келесі бағалауларын аламыз

Осы шарттан және  шартынан  функциялар тізбегі  кесіндісінде  
функциясына  бірқалыпты жинақталады және  функцияларының айы ры-
мы үшін келесі бағалау орынды

Осыдан  ұмтылғанда шекке көшіп алатынымыз 

Осы теңсіздіктен және  есебінің корректілі шешілімділігінен келесі бағалауды 
аламыз

Енді  есебінің шешімінің жалғыз екенін көрсетейік. 

(16)
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 функциялары есебінің шешімдері болсын. Онда олардың 
 айырымы  кесіндісінде үзіліссіз дифференциалданатын болады 

және келесі шеттік есебін қанағаттандырады

 есебінің корректілі шешілімділігінен  функциясы  есебінің 
жалғыз шешімінің болатыны шығады және келесі бағалау орынды 

 

 екенін ескеріп болатанын көреміз, яғни  

Осыдан және (16) теңсіздігінен есебінің  константасымен корректілі 
шешілімділігі және (8) бағалауы орынды екені шығады. Теорема дәлелденді.

Теорема 2. есебі  константасымен корректілі шешілімді және келесі теңсіздік 
орындалсын делік

      
Онда есебі

          
константасымен корректілі шешілімді болады және келесі бағалау орындалады

   
мұндағы  есебінің шешімі, ал  есебінің шешімі.

Бұл теореманың дәлелдеуі 1-теореманың дәлелдеуіне ұқсас жүргізіледі.
Енді  теңдеуінде  интегралын  көбейтіндісімен ауыстырсақ, 

онда  есебі кешігулі жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есебіне 
келтіріледі:

  

Келесі тұжырымдар  және  есептерінің корректілі шешілімділігінің 
өзара байланысын көрсетеді.

(17)

(20)

(21)

(22)
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Теорема 3. есебі  константасымен корректілі шешілімді және келесі теңсіздік 
орындалсын делік

Онда есебі

константасымен корректілі шешілімді болады және келесі бағалау орындалады

Мұндағы  есебінің шешімі, ал  есебінің шешімі.

Теорема 4. есебі  константасымен корректілі шешілімді және келесі 
теңсіздік орындалсын

Онда есебі

константасымен корректілі шешілімді болады және келесі бағалау орындалады

мұндағы  есебінің шешімі, ал  есебінің шешімі
 теоремалардың дәлелдеуі 1 теореманың дәлелдеуі және [18] жұмысындағы 

тұжырымдарға ұқсас дәлелденеді.
Жоғарыда келтірілген 1  теоремалары зерттелінді кешігулі интегралдық-

дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеппен оны аппроксимациялаушы 
кешігулі жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есептің корректілі шешілімділігінің 
арасындағы өзара байланысты алуға мүмкіндік береді.

Теорема 5. кешігулі жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есебі 
 константасымен корректілі шешілімді және келесі теңсіздіктер орындалсын

Онда кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есебі

константасымен корректілі шешілімді болады және келесі бағалау орындалады

мұндағы  есебінің шешімі, ал  есебінің шешімі.
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Теорема 6. кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есебі  
константасымен корректілі шешілімді және келесі теңсіздіктер орындалсын

Онда кешігулі жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есебі 

константасымен корректілі шешілімді болады және келесі бағалау орындалады

мұндағы  есебінің шешімі, ал  есебінің шешімі.
6 теоремаларды дәлелдеу [20] жұмысындағы тұжырымдарды дәлелдеу сүлбесі бойынша 

1 4 теоремаларын қолдану арқылы жүзеге асырылады.

Нәтижелер мен талқылау

Интегралдық-дифференциалдық теңдеулер және мұндай теңдеулер үшін шеттік есептер 
[18–21] жұмыстарында қарастырылып, олардың шешілімділік шарттары әртүрлі әдістермен 
тағайындалған. [18,19] жұмыстарында параметрлеу әдісі және интегралдық-дифференциалдық 
теңдеуді жүктелген дифференциалдық теңдеумен аппроксимациялау негізінде интегралдық-
дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептің корректілі шешілімділігінің критериі алын-
ған болатын. Интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есеппен оны аппрок-
симациялаушы жүктелген дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептің корректілі ше ші-
лімділігінің арасындағы өзара байланыс [20, 21] жұмысында көрсетілген. Ұсынылып отырған 
жұмыста кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеп кешігулі жүктелген 
дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеппен аппроксимацияланды. Кешігулі интегралдық-
дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеппен оны аппроксимациялаушы кешігулі жүктелген 
дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есептің корректілі шешілімділігінің арасындағы өзара 
байланыс көрсетілді. Әрі қарай аппроксимациялаушы кешігулі жүктелген дифференциалдық 
теңдеу үшін шеттік есептер терминінде кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеу үшін 
шеттік есептің корректілі шешілімділігінің қажетті және жеткілікті шарттарын алу көзделіп 
отыр.

Қорытынды

Ұсынылып отырған жұмыста кешігулі интегралдық-дифференциалдық теңдеу үшін шеттік 
есеп зерттелген. Зерттелінді есеп кешігулі жүктелген дифференциалдық теңдеу үшін шеттік 
есеппен аппроксимацияланады. Осы есептердің корректілі шешілімділігінің арасындағы 
өзара байланыс орнатылған. 

Қаржыландыру туралы ақпарат. Бұл зерттеулерге Қазақстан Республикасы Ғылым 
және Жоғары Білім министрлігінің Ғылым комитеті қолдау көрсетті (Грант AP23486114). 
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ОБ ОДНОЙ АППРОКСИМАЦИИ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ 

Аннотация 
На конечном интервале исследуется линейная двухточечная краевая задача для системы интегро-диф-

ференциальных уравнений с постоянным запаздывающим аргументом. Делением интервала на части интег-
ральный член интегро-дифференциального уравнения с постоянным запаздывающим аргументом заменя-
ется квадратурной формулой. При такой замене линейная двухточечная краевая задача для системы интег-
ро-дифференциальных уравнений с постоянным запаздывающим аргументом аппроксимируется линейной 
краевой задачей для системы нагруженных дифференциальных уравнений с постоянным запаздывающим 
аргументом. Вводятся определения корректной разрешимости как для краевой задачи для системы интегро-
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, так и для построенной краевой задачи для 
системы нагруженных дифференциальных уравнений с постоянным запаздыванием. Установлены условия 
корректной разрешимости линейной краевой задачи для системы интегро-дифференциальных уравнений 
с запаздывающим аргументом и линейной краевой задачи для системы нагруженных дифференциальных 
уравнений с запаздывающим аргументом. Показана взаимосвязь между корректными разрешимостями ли-
нейной двухточечной краевой задачи для системы интегро-дифференциальных уравнений с постоянным 
запаздывающим аргументом и аппроксимирующей ее линейной двухточечной краевой задачи для системы 
нагруженных дифференциальных уравнений с постоянным запаздывающим аргументом.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение с запаздыванием, нагруженное дифференци-
альное уравнение с запаздыванием, краевая задача, корректная разрешимость, взаимосвязь, аппроксимация. 
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ON THE APPROXIMATION OF A BOUNDARY VALUE 
PROBLEM FOR DELAY INTEGRO-DIFFERENTIAL EQUATIONS

Abstract
A linear two-point boundary value problem for a system of integro-differential equations with a constant delay 

argument is investigated on a finite interval. By dividing the interval by parts, the integral term of the integro-
differential equation with constant delay argument is replaced by the quadrature formula. With this replacement, the 
linear two-point boundary value problem for a system of integro-differential equations with a constant delay argument 
is approximated by the linear boundary value problem for a system of loaded differential equations with a constant 
delay argument. Definitions of correct solvability of boundary value problem for system of integro-differential 
equations with delay argument and constructed boundary value problem for system of loaded differential equations 
with constant delay argument are introduced. Conditions of correct solvability of linear boundary value problem 
for system of integro-differential equations with delay argument and linear boundary value problem for system of 
loaded differential equations with delay argument are established. Relationship between correct solvabilities of 
linear two-point boundary value problem for system of integro-differential equations with constant delay argument 
and approximating linear two-point boundary value problem for system of loaded differential equations with 
constant delay argument is shown.

Keywords: Delay integro-differential equation, delay loaded differential equation, boundary value problem, 
correct solvability, interrelation, approximation.
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