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НАХОЖДЕНИЕ ЛОГАРИФМИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

Аннотация
Цель настоящей работы заключается в исследовании логарифмических решений системы дифферен-

циальных уравнений второго порядка с частными производными, а также в установлении условий их су-
ществования и характеристике их свойств. Особое внимание уделяется нахождению таких решений с по-
мощью метода Фробениуса-Латышевой в окрестности регулярной особой точки  Разработан метод 
нахождения рекуррентных соотношений для существующих логарифмических решений, когда простые зна-
чения корней определяющих уравнений отличаются на целые числа. На конкретном примере показано, как 
построить логарифмическое решение для однородной системы дифференциальных уравнений в частных 
производных второго порядка.

Ключевые слова: однородная система, логарифмическое решение, определяющие уравнение, многоч-
лен, аналитическая функция, ряд, регулярная особая точка, метод Фробениуса-Латышевой.

Введение

Дифференциальные уравнения в частных производных второго порядка играют ключе-
вую роль в моделировании множества процессов в математической физике, механике, а также 
в различных областях инженерных наук. Эти уравнения описывают динамику и распределе-
ние различных физических величин, таких как температура, давление, плотность вещества и 
многие другие [1–9].

Одним из важных направлений в исследовании решений этих уравнений является поиск 
специальных типов решений, которые могут быть полезны для упрощения вычислений или 
для получения более глубоких теоретических выводов. Одним из таких типов являются ло-
гарифмические решения, которые представляют собой решения, выраженные через логариф-
мы независимых переменных или их комбинаций [10–13]. Логарифмические решения имеют 
значительный потенциал в анализе и решении сложных задач, так как они часто связаны с 
поведением решений в крайних областях пространства и могут выявить специфические осо-
бенности, не наблюдающиеся при использовании более традиционных методов.

В работе рассматривается нахождение логарифмических решений для  однородных сис
тем дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка с помощью 
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метода Фробениуса-Латышевой вблизи  регулярной особенности (0,0). Метод Фробениуса- 
Латышевой – это один из методов решения систем дифференциальных уравнений в частных 
производных второго порядка, который применяется для поиска решений в окрестности как 
регулярных, так и иррегулярных особенностей. Этот метод был предложен Латышевой специ-
ально для систем дифференциальных уравнений второго порядка и представляет собой рас-
ширение классического метода Фробениуса, используемого для обыкновенных дифференци-
альных уравнений [14–21].

Материалы и методы

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений в частных производных второго по-
рядка вида

		                  		     (1)
где  – некоторые постоянные, а коэффициенты  и   представи-
мы сходящимися рядами двух переменных 

Покажем, что в этом случае можно получить явное разложение четырех аналитических 
решений, относящихся к особенности в точке 

Следует отметить, что  и  каждая в отдельности являются особыми линиями. 
Только по аналогии с обыкновенным случаем мы считаем, что их точка пересечения  
является особой точкой. Теперь поставим вопрос о существовании решений в окрестности 
регулярной особой точки .

Образуем ряд

			    		                  
(2)

где постоянные , коэффициенты  должны быть определены таким 
образом, чтобы  было решением системы (1).

Система определяющих уравнений играет особую роль при изучении исследуемой системы 
дифференциальных уравнений в частных производных. С ее помощью устанавливается вид 
решения. Так, кроме рядов вида (2), возможно существование формальных рядов, которые 
содержат логарифмы [11]. 

Приступим к исследованию особенностей решения определяющих систем. Систему 
определяющих уравнений (1) запишем в развернутом виде

			                          (3)
и преобразуем к виду   

		                                                          (4)
		                                                           (5)
Из (4) и (5) получаем: 
		                                                      (6)
		                                                        (7)
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Исключая  из (6) и подставляя в (7), получим уравнение относительно 
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Отсюда видно, что при исключении  получается уравнение четвертой степени отно
сительно . Это действительно только в том случае, если коэффициент  при  бу-
дет отличен от нуля. Значит, система определяющих уравнений (4) имеет четыре пары корней 

  только в том случае, если выполняется условие
					                                                           	  (9)
Левая часть (6) есть многочлен первой степени относительно  и  при 

Эта формула дает общее решение (6) при дополнительном условии  Под
ставив в уравнение (7), после некоторых преобразований получим уравнение (8).

Далее, при  из (7) находим:

						      		            (10)
Подставляя это значение в (6), получим уравнение четвертой степени относительно , что 

дает возможность определения четырех значений для . 
Отсюда заключаем, что наряду с условием (9) должны выполняться также условия
				     или                                 	 (11)

				     или                            		 (12)
Если эти условия не выполняются, то система (3), возможно, не имеет решения вида 

и  В данном случае требуется дополнительное исследование.
Подытоживая вышеприведенные рассуждения, убеждаемся в справедливости следующих 

случаев:
1.	 При выполнении условий (9), (11) и (12) уравнения относительно  и  с помощью 

которых определяются их значения, являются уравнениями четвертой степени. Если  – про-
стой корень уравнения (8), то (6) и (10) при этом значении имеют общий корень. Этот общий 
корень будет единственным, если  является простым корнем уравнения (8). Поэтому, если 
через  обозначим общий корень, то значения ,  удовлетворяют системе уравнений (3). 
Аналогично если – простые корни уравнения (8), то пары  и  
также удовлетворяют системе уравнений (3).

В этом случае, определяя соответствующие неопределенные коэффициенты 
, мы сможем образовать четыре ряда вида 

		    	 (13)

т.е. система дифференциальных уравнений в частных производных (1) имеет четыре линейно-
независимых решения указанного вида [20].

2.	 Допустим, что – четырехкратный корень уравнения (8), тогда ему соответствует 
столько же значений . Иначе говоря, пара  будет четырехкратным корнем системы 
(3). Тогда система (1) имеет четыре линейно-независимых решения:



250

HERALD  OF  THE  KAZAKH-BRITISH 
TECHNICAL  UNIVERSITY          No. 1(72) 2025

		
										                             (14)
				    			     

		                                                                         
		                 

где

      
Теперь покажем методику построения логарифмических решений. Допустим, что пары 

корней  системы определяющих уравнений (3) равны или отличаются на 
целые числа, то есть

			     и  
Пока рассмотрим два случая:
1)   и                                                   
т. е. пары 
2) 

                                                   	         (15)
(   и  – целые числа).
Это означает справедливость строгих неравенств между парами корней:
			 
Далее, предположим, что приведенные в [10] условия отсутствия логарифмических реше-

ний не выполняются и некоторые частные решения системы (1) будут содержать логарифми-
ческие члены. Ранее приведенные условия отсутствия логарифмических решений нуждаются 
в уточнении, поскольку охвачены не все возможные случаи.

Решение системы (1) ищем в виде двойного степенного ряда (13). Подставляя (13) в (1) и 
учитывая систему характеристических функций, а также последовательность рекуррентных 
соотношений, имеем, что

и

Принимая
			 

получаем не логарифмическое решение, соответствующее паре корней 

			 
В первом случае, т.е. при , все решения вида (13) будут тож-

дественно равны. Вместо четырех линейно-независимых решений получим всего одно реше-
ние.

Второй случай (15) при  приводится к первому, если удовлет-
ворить условиям 
при

			               (17)
при

			               (18)
при
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			               (19)
Обычно это достигается за счет выбора  Учитывая (17) –(19), опреде-

лим другие частные решения системы (1).
Находим решение, соответствующее паре корней . 
С этой целью найдем частную производную по  от 

		           
Определим

				    			 
					              (21)

			 
Коэффициенты  определяются из рекуррентных соотношений

 

.  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

         

Из (21) с учетом рекуррентных систем равенств получаем:

 

Используя (17), приходим к заключению, что (20) является решением системы (1) при 
следующих условиях:

1) если  то 
2) если  то 

 возьмем таким, чтобы пара  была корнем кратности  системы 

Приведенные условия удовлетворяются.
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Если примем, что
1) при 

     ,

2) при 

,     
то второе частное решение получаем в виде

			 
Далее, установим вид решения, соответствующий паре корней . Теперь 

производную от  найдем по :

			 
Аналогичным рассуждением убеждаемся, что третье частное решение получится в следу-

ющем виде

			 
Если  и система определяющих уравнений (3) имеет трехкратную пару 

корней, то система (1) имеет три линейно-независимых решения в виде:
1) обобщенного степенного ряда двух переменных (16);
2) логарифмических рядов (22) и (24).
Если  являются четырехкратными парами корней, то три частных 

решения определяются в виде (16), (22) и (24). Остается установить вид четвертого частного 
решения. Для этой цели можно пользоваться равенствами (20) и (23). Когда используется 
равенство (20), то от него смешанную производную находим по :

	         
В другом случае из (23) определяется смешанная производная по:
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Тогда из (25) имеем:

 

Принимая во внимание (17), (18) и (19), заключаем, что (26) будет решением системы (1).
При этом имеем условия:
1)	 если ,

то 

2)	 если , 
то                             Эти условия удовлетворяются. 

Полагая соответственно:
1)	 при 
2)	

при 
        

     
получим четвертое частное решение

	               
Когда выполняется условие (9), общее решение системы (1) представляется в виде суммы 

четырех линейно-независимых решений  т.е.

Итак, нами получены рекуррентные соотношения для построения логарифмических ре-
шений. Вышеприведенная методика нахождения рекуррентных соотношений для логарифми-
ческих решений справедлива и в случае неоднородной системы.

Опираясь на приведенные свойства, сформулируем следующее утверждение.
Теорема 1. Если условие (9) не выполняется, и система определяющих уравнений (3) име-

ет трехкратную пару корней, то система (1) имеет три линейно-независимых решения в виде 
(16), (22) и (24).

( ) ,0,00 =σρkf
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Теорема 2. Если система определяющих уравнений (3) имеет четырехкратную пару кор-
ней, то одно решений системы (1) может быть представлено в виде обобщенного степенного 
ряда от двух переменных (16), а остальные решения будут логарифмическими в виде (22), 
(24), (27). 

Результаты и обсуждение

Пример. Пусть задана система дифференциальных уравнений в частных производных 
второго порядка вида

			        	  (28)
Запишем систему характеристических функций

			 
Система определяющих уравнений

					   
имеют пары корней: 

				    ; ;

				    ; ,
где разности равны единице, то есть равны целому числу.

Пользуясь системой рекуррентных соотношений, определяем искомые решения, соответ-
ствующие показателям в следующем виде:

			 
С помощью равенств (20), (23), (25) попробуем определить остальные частные решения, 

соответствующие показателям ; ; . 
      Во второй паре корней определяющей системы разности  От-
сюда видно, что двукратный корень, а  и  друг от друга отличаются на целое 
неотрицательное число. Проверим условия отсутствия логарифмических решений. Для этого 
запишем начальные строки рекуррентных соотношений (21), определяющие коэффициенты 

:

		           (29)
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Коэффициент при  обращается в нуль при  а коэффициент при  
обращается в нуль при  При этих значениях обращается в нуль и коэффи-
циент при  В то же время суммы слагаемых в (29) отличны от нуля. Поэтому показателям 

; ;  соответствуют логарифмиче-
ские решения. Теперь найдем их

Однако можно заметить, что  

то есть результаты подстановки пар в  отличаются только постоянны-
ми множителями от результатов подстановки  Поэтому в дальнейшем будем пользо-
ваться только решением 

Второе частное решение имеет следующий вид:

Два оставшихся частных решения имеют следующий вид:

Таким образом, все четыре линейно независимых частных решения системы (28) полно-
стью определены.

Заключение
В заключение в рамках настоящего исследования был проведен анализ логарифмических 

решений системы дифференциальных уравнений второго порядка с частными производны-
ми, а также установлены условия их существования. Особое внимание уделено применению 
метода Фробенуса-Латышевой для нахождения решений в окрестности регулярной особой 
точки (0,0), что позволило выявить особенности таких решений в данной области. Разрабо-
танный метод рекуррентных соотношений, позволяющий находить логарифмические реше-
ния при наличии различия в простых корнях определяющих уравнений на целые числа. На 
конкретном примере показана пошаговая процедура построения логарифмического решения 
для однородной системы дифференциальных уравнений в частных производных второго по-
рядка, что является важным вкладом в теорию и практическое применение таких решений в 
различных областях математики и физики.
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ДЕРБЕС ТУЫНДЫСЫ БАР ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 
ЖҮЙЕСІНІҢ ЛОГАРИФМДІК ШЕШІМДЕРІН ТАБУ

Андатпа
Бұл жұмыстың мақсаты – дербес туындылы екінші ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесінің 

логарифмдік шешімдерін зерттеу, сондай-ақ шешімдердің бар болу шарттарын анықтау және олардың 
қасиеттерін сипаттау. Мұндай шешімдерді (0,0) регулярлы ерекше нүкте маңында Фробениус-Латышева 
әдісімен табуға ерекше назар аударылады. Анықтаушы теңдеулердің түбірлері бүтін сандармен ерекше
ленетін логарифмдік шешімдер үшін рекуррентті қатынастарды анықтау әдісі ұсынылады. Нақты мысал 
негізінде екінші ретті дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің біртекті жүйесі үшін логарифмдік 
шешімдерді құру тәсілдері көрсетіледі.

Тірек сөздер: біртекті жүйе, логарифмдік шешім, анықтаушы теңдеу, көпмүшелік, аналитикалық 
функция, қатар, регулярлы ерекше нүкте, Фробениус-Латышева әдісі.
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FINDING LOGARITHMIC SOLUTIONS TO A SYSTEM 
OF PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

Abstract
The purpose of this work is to study logarithmic solutions of a system of second-order partial differential 

equations, as well as to establish the conditions of their existence and characterize their properties. Special attention 
is paid to finding such solutions using the Frobenius-Latysheva method in the vicinity of a regular singular point 
(0,0). A method has been developed for finding recurrence relations for existing logarithmic solutions when the 
simple roots of the defining equations differ by integers. A concrete example shows how to construct a logarithmic 
solution for a homogeneous system of partial differential equations of the second order.

Key words: homogeneous system, logarithmic solution, defining equation, polynomial, analytical function, 
series, regular singular point, Frobenius-Latysheva method.
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