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СИНГУЛЯРЛЫҚ НҮКТЕСІ БАР СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС БЕЛЬТРАМИ 
ТЕҢДЕУЛЕР  ЖҮЙЕСІ  ҮШІН ДИРИХЛЕ ТҮРІНДЕГІ ЕСЕП

Аңдатпа 
Комплекс жазықтықтың ақырсыз бұрыштық облысында сингулярлық нүктесі бар сызықты емес бірінші 

ретті Бельтрами теңдеулер  жүйесін қарастырамыз. Бұл теңдеулер  жүйесі тығыздық нүктесі бар қисықтығы 
оң ақырсыз аз иілетін беттер теориясында және тығыздық нүктесі бар қисықтығы оң беттерде изометриялы 
түйіндес координаттарды құрастыру үшін қолданылады.  Бұл жұмыста осы теңдеулер  жүйесі үшін қойыл
ған Дирихле есебі түріндегі есептің үзіліссіз функциялар кеңістігінде шешілуінің жеткілікті шарты алынған. 
Ол үшін сингулярлық нүктесі бар сәйкес сызықты эллиптикалық дербес туындылы теңдеулер жүйесінің 
жалпы шешімін пайдаланамыз. Дирихле есебінің үзіліссіз шешімінің бар болуы Шаудердің қозғалмайтын 
нүкте қағидасын пайдалану арқылы дәлелденеді.

Тірек сөздер: Дирихле есебі, Бельтрами теңдеуі, эллиптикалық жүйе, сызықты емес теңдеу, шексіз 
облыс.

Кіріспе 

Дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер теориясының маңызды бөлімдерінің 
бірін эллипстік теңдеулер мен жүйелер үшін қойылған шекаралық есептер құрайды. Бұрыш
тық нүктелері бар облыста эллиптикалық есептерді зерттеуді ең бірінші болып И. Радон [1] 
қарастырды. Жазықтықта берілген облыстың шекарасында  бұрыштар болған кезде ол  
Лаплас операторы үшін қойылған шекаралық есептерді (Нейман және Дирихле) облыс шека
расындағы интегралдық теңдеулерге келтіру үшін дербес туындылы теңдеулерді шешу әдісін 
қолданды. Кейіннен бұл әдіс функциялар теориясындағы шекаралық есептерде [2], сер
пімділік теориясының [3] шекаралық есептерінде, сонымен қатар эллиптикалық есептердің 
жалпы теориясы [4] сияқты әртүрлі бағыттарда кең қолданыс тапты. И.Н. Векуа [5, 6] өзінің  
еңбегінде жазықтықтағы нақты аналитикалық коэффициентті эллиптикалық теңдеулер үшін  
функционалдық-теориялық әдісті дамытты. М. Өтелбаев пен Қ. Оспанов [7] жұмыстарында 
Векуа кеңістігін (V-кеңістік) енгізе отырып, негізгі нәтижелердің дәлелдеулерін жеңілдетті. 
Тығыздық нүктесі бар қисықтығы оң беттерде изометриялы түйіндес координаттарды тұр
ғызу Бельтрами теңдеуінің гомеоморфты шешімдерін табумен бірдей екенін З.Д. Усманов 
[8–10] дәлелдеді. [11–14] еңбектерде шенелмеген бұрыштық облыста бірінші ретті дербес 
дифференциалдық теңдеулер жүйелеріне қойылған шекаралық есептерді екі бағытта – біре
уінің коэффициенттерінде сингулярлық нүкте бар, ал екіншісінде сингулярлы сызықтар бар 
жағдайлар қарастырылған. А.П. Солдатов [15] бірнеше мақалаларды жинақтаған еңбегінде 
екінші және жоғары ретті эллиптикалық теңдеулер үшін қойылған шекаралық есептерді 
бірінші ретті эллиптикалық жүйелерге келтіріп зерттеу туралы жазған. 

Айталық,  және  болсын.  – оң 
сандар,  – берілген комплекс сан;  сегментте елеулі шенелген және өлшенетін  
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функциялардың класын  деп белгілейік, мұнда норма  
формуламен табылады.

 облысында берілген

            		                                                        (1)

теңдеуді қарастырайық. Мұнда – эллиптикалық шарт, , ал 
 облыста айнымалылар жиынтығы бойынша 

үзіліссіз функция және  – ге қатысты бірінші ретті біртекті функция, яғни, кез келген t 
нақты саны үшін   теңдігі орындалады.

(1) теңдеудің шешімін 
                                                                   		   (2)

түрде іздейміз, мұндағы   ал  арқылы  
орындалатын  функциялар класы белгіленген.

Жаңалығы
Қарастырылған теңдеудің коэффициенттерінің координаталар бас нүктесінде бірінші 

ретті полюстері бар және олар  класында жатпайды. Бұл жағдай И.Н. Векуа ұсынған 
аналитикалық аппараттың қолданыс аясынан тыс, сондықтан мәселені зерттеу жеке назарды 
қажет етеді. Есептің шешімін табу үшін функционалдық анализ және комплекс айнымалыға 
байланысты функциялар әдістерімен үйлестірілген Ә.Б. Түнғатаровтың зерттеу әдістемесі 
қолданылды.   жағдайда  А.Б. Түнғатаровтың [16] жұмысындағы нәтижелерді аламыз. 
Ақырсыз облыста берілген полярлық ерекше нүктесі бар Бельтрами теңдеуі үшін қойылған 
бастапқы-шекаралық есеп [17] еңбекте шешілген. [18] жұмыста Бельтрами операторы үшін 
дөңгелекте қойылған Нейманның шекаралық есебінің шешімі айқын табылған және есептің 
шешілу шарттары да алынған. Ал, [19] жұмыста сақиналық аймақта кез келген ретті біртекті 
емес полианалитикалық теңдеу үшін Дирихле есебінің шешілу шарттары және айқын шешімі 
зерттелген. 

Бұл жұмыста (1) теңдеуі үшін қойылған шекаралық есепті қарастырамыз.
D есебі.  (1) теңдеудің 
                                                                                          			   (3)

шартын қанағаттандыратын (2) түріндегі шешімін табу керек. Мұнда  берілген комплекс 
сан.

Айта кету керек, (1) теңдеу – жазықтықта сингулярлық нүктесі бар сызықты емес диф
ференциалдық теңдеулерден құралған эллиптикалық жүйенің комплекс түрі, ал D есебі – (1) 
жүйе үшін шекаралық шарты  оң нақты осьте қойылған Дирихле типті есеп болып 
табылады. 

Материалдар мен әдістер

		  ,     
формулаларды пайдалансақ, (1) теңдеуі полярлық координаттар жүйесінде  

                            		    (4)
түрде жазылады. 
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Мұнда біз  –   ге қатысты бірінші ретті біртекті функция  екенін пайдаландық.  
(2) формуланы (4)-ке апарып қойсақ, V-ге қатысты теңдеуді аламыз:

				                         			     (5)

Мұнда   

(5) сызықты емес теңдеуді шешу үшін [20] табылған

                  			                  			                  (6)

теңдеудің жалпы шешімін пайдаланамыз.

(6) теңдеудің жалпы шешімі

				                          		    (7)

Мұнда  кез келген комплекс сан,

	      

		         ,

		         .

   функцияларға қатысты төмендегідей бағалаулар мен қатынастар 
орынды:

			   ,  ,
												               (8)

				  
мұнда ,

		  ,         ,                             (9)
  Соңғы теңдіктерден

		              			   (10)
			      

аламыз. (7) арқылы табылған  функциясы (6) теңдеудің  класта жататын 
шешімі болатынын (9) формула  көрсететеді. (10) формуладағы екінші теңдікті пайдаланып, 
төмендегідей тепе-теңдік жазуға болады:
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Осы тепе-теңдіктен және  (9) теңдіктен ,  функциялардың Вронскианы –
 екені шығады. Сондықтан ,  функциялар 
 аралықта сызықтық тәуелсіз болады.

(4) теңдеуді шешу үшін (7) формуланың көмегімен 

				                          		      (11)

интегралдық теңдеуді пайдаланамыз. Мұнда 

			           

			          .

(8) теңсіздіктер мен (10) теңдіктер арқылы төмендегі бағалаулар орынды:

				    , 				    (12)

				     

				    ,          (13)
				    ,

мұнда .

 функцияның  облыстағы максимум мәнін 
 деп алайық. Сонда 

орындалады.   функцияның түрінен 

			   ,     	                           (14)

		                                       (15)

теңсіздіктер шығады, мұнда .
, ,  функциялардың түрінен (11) формуланың оң жағы  

класта жататыны шығады. (11) теңдіктің екі жағынан туындыласақ,  (5) аламыз. Осылайша, 
төмендегі теоремалар орынды.

Нәтижелер мен талқылаулар

1-теорема. (11) теңдеудің  класта жататын кез келген шешімі (5) теңдеудің  
класта жататын шешімі болады.

Енді (5) теңдеудің  шешімін (3) шартқа бағындырамыз.
,  ,   ескеріп, (11) теңдеуден    аламыз. 
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Осылайша,     деп алсақ,

					                                               		   (16)
теңдеудің  класта жататын шешімі (5) теңдеудің (3) шартты қанағаттандыратын 
шешімі болады. 

                                                                          (17)

орындалсын.  – ді жеткілікті аз ету арқылы (17) теңсіздікті алуға болады.
Сонымен, (17) теңсіздік орындалса, төмендегі теорема орынды.
2-теорема. Егер  үшін (17) теңсіздік орындалса, онда (1) теңдеудің    

 облыста (3) шартты қанағаттандыратын (2) түріндегі 
кем дегенде бір шешімі бар болады.

Дәлелдеуі. Егер (16) теңдеудің  класта жататын шешімі бар болса, онда ол 1-теорема 
бойынша  (5) теңдеудің (3) шартты қанағаттандыратын шешімі болады. Сондықтан D есебінің 
(2) түріндегі шешімі бар болады, мұндағы  – (6) теңдеудің (3) шартты қанағаттандыратын 
шешімі.

Айталық,  болсын.  кеңістіктегі  шарда 
 теңдікпен берілген  операторын қарастырамыз. 

(12)–(15) және (17) теңсіздіктерге сүйенсек,  операторы  функциялардың тұйық 
дөңес жиынын өзінің компакт бөлігіне түрлендіреді. Сондықтан Шаудер [21] қағидасы 
бойынша (16) теңдеудің  класта жататын шешімі бар болады.

Теорема дәлелденді.

Қорытынды
 
Бұл жұмыста тығыздық нүктесі бар қисықтығы оң ақырсыз аз иілетін беттер теориясында  

және тығыздық нүктесі бар қисықтығы оң беттерде изометриялы түйіндес координаттарды 
құрастыруда туындайтын Бельтрами теңдеуі үшін қойылған Дирихле типтес есеп  
қарастырылған. Дәлірек айтқанда, ақырсыз облыста берілген полярлық ерекше нүктесі бар 
Бельтрами теңдеуі үшін Дирихле есебі типтес  есептің   үзіліссіз шешімі Ә.Б.Түнғатаровтың 
зерттеу әдісіне сүйеніп табылды. 

Қаржылық қолдау. Зерттеу жұмысы ешбір қаржылық қолдаудың көмегінсіз орындалды.
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DIRICHLET TYPE PROBLEM FOR THE SYSTEM 
OF NONLINEAR BELTRAMI EQUATIONS WITH SINGULAR POINT 

Abstract
In this paper we consider a system of first order nonlinear Beltrami equations with singular point in the angular 

unbounded region of the complex plane. This system of equations is used in the theory of surfaces of positive 
infinitesimal curvature with a density point and for the construction of isometric nodal coordinates on surfaces of 
positive curvature with a density point. In this paper, for this system of equations we obtain sufficient condition for 
the solution of the Dirichlet type problem in the space of continuous functions. For this purpose, we will use the 
general solution of the system of corresponding linear elliptic differential equations with singular point. The proof 
of existence of continuous solutions of the Dirichlet problem is based on the Schauder fixed point principle.
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ЗАДАЧА ТИПА ДИРИХЛЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
БЕЛЬТРАМИ С СИНГУЛЯРНОЙ ТОЧКОЙ

Аннотация
В статье рассматривается система нелинейных уравнений Бельтрами первого порядка с сингулярной 

точкой в угловой неограниченной области комплексной плоскости. Эта система уравнений используется в 
теории поверхностей положительной бесконечно малой кривизны с точкой плотности и для построения изо-
метрических узловых координат на поверхностях положительной кривизны с точкой плотности. В данной 
работе для этой системы уравнений получено достаточное условие решения задачи типа Дирихле в про-
странстве непрерывных функций. Для этого воспользуемся общим решением системы соответствующих 
линейных эллиптических дифференциальных уравнений с сингулярной точкой. Доказательство существо-
вания непрерывных решений задачи Дирихле основано на принципе неподвижной точки Шаудера.

Ключевые слова: задача Дирихле, уравнение Бельтрами, эллиптическая система, нелинейное урав
нение, неограниченная область.
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