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ИРРЕГУЛЯРЛЫ ЕРЕКШЕ НҮКТЕЛЕРІ БАР БІРТЕКТІ 
ЕМЕС ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ЖҮЙЕСІНІҢ 

ҚАЛЫПТЫ ШЕШІМДЕРІН ТҰРҒЫЗУ

Аңдатпа
Екінші ретті дербес туындылы біртекті емес дифференциалдық теңдеулер жүйесінің иррегуляр ерекше 

нүктесінің маңайында қалыпты шешімін Фробениус-Латышева әдісімен тұрғызу мәселесі қарастырылады. 
Қарастырылып отырған дербес туындылы біртекті емес дифференциалдық теңдеулер жүйесінің үйлесімді 
болу шарттары көрсетіліп, шексіз алыстатылған нүкте маңайындағы қалыпты шешімдерін тұрғызу 
алгоритмі жасалады. Екінші ретті дербес туындылы біртекті емес дифференциалдық теңдеулер жүйесінің 
жалпы шешімінің құрылымы туралы теорема дәлелденеді. Сонымен қатар, сәйкес біртекті жүйенің дербес 
шешімі біртекті емес жүйенің оң жағымен тең болған жағдайда пайда болатын «резонанстық» жүйе 
зерттеледі. Нақты мысал арқылы біртекті емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесінің 
дербес шешімін тұрғызу жолы көрсетіледі.

Тірек сөздер: біртекті емес жүйе, біртекті жүйе, қалыпты шешім, ранг, көпмүшелік, аналитикалық 
функция, қатар, иррегулярлы ерекше нүкте, Фробенус-Латышева әдісі.

Кіріспе

Сызықтық дифференциалдық теңдеулердің аналитикалық теориясы комплексті айнымалы 
функциялар теориясы әдістерінің көмегімен теңдеулердің шешімдерін табуды қарастырады. 
Шешiмдердi айқын түрде табуға болмайтын жағдайларда, оны дәрежелiк қатарлар түрiнде 
немесе басқа жуықталған әдiстердiң көмегiмен iздестiредi, олардың арасында асимптотикалық 
әдiстер маңызды орын алады. 
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Дифференциалдық теңдеулердің аналитикалық теориясымен көптеген ғалымдардар 
айналысты [1–7]. Айнымалы коэффициенттері бар дифференциалдық теңдеулердің анали
тикалық теориясы саласындағы негізгі зерттеулер [8–10] жұмыстарда қарастырылған. Екінші 
ретті дифференциалдық теңдеулердің аналитикалық жүйелері үшін Фробениус-Латышева 
әдісін одан әрі дамыту, сондай-ақ ерекше қисықтар төңірегінде теңдеулер жүйесінің әр түрлі 
түрдегі шешімдерін зерттеу маңызды бағыт болып табылады және де бұл бағытпен көптеген 
ғалымдар айналысуда [11–17]. Бұл жобалық-дифференциалдық геометрия есептерін шешуде, 
арнайы функциялар теориясы және екі айнымалының ортогональды көпмүшеліктерін қоса 
алғанда, әртүрлі салаларда, соның ішінде электродинамикада, радиоэлектроникада және 
математикалық физиканың қолданбалы есептерінде практикалық маңызы зор [18–20].

Ұсынылып отырған жұмыста екінші ретті дербес туындылы біртекті емес дифферен
циалдық теңдеулер жүйесінің иррегулярлы ерекше нүктесінің маңайында қалыпты шешім
дерін Фробениус-Латышева әдісімен тұрғызу мәселесі қарастырылады.

Материалдар мен әдістер

Біртекті емес дербес туындылы екінші ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесі берілсін

			                     	   (1)

мұндағы коэффициенттер  және  жеткілікті үлкен мәндері үшін жинақталатын қатар 
түрінде берілген

 	    	          	             (2)

 – жалпы белгісіз функция, ал (1) біртекті емес жүйенің оң жағы екі айнымалыдан 
тұратын дәрежелік қатар түрінде берілсін

                             
  (3)

(  және   – белгілі тұрақтылар).
(1) біртекті емес жүйенің қалыпты шешімдерін тұрғызу келесі сұрақтарға жауап беру 

арқылы жүзеге асырылады:
1) қарастырылып отырған (1) біртекті емес жүйе үшін қалыпты шешімдердің жалпы түрі 

қандай болады?
2) характеристикалық теңдеулер жүйесінің  – еселі түбірлерінің жұптарына  формальды 

шешімдердің қалыпты қатарлар түрінде сәйкес келуінің шарттары қандай?
Фробениус-Латышева әдісі ерекше қисықтардың маңайында жүйенің шешімдер құры

лымын алдын ала тікелей анықтауға мүмкіндік береді [11].
 және  иррегуляр ерекше нүктелерінде жүйенің қалыпты шешімі мына түрде 

болады: 

			      	                     (4) 
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мұндағы νµσρ ,,, C  – кейбір тұрақтылар, ал  – ең үлкен дәрежесі берілген 
(1) берілген біртекті емес жүйенің  рангысына тең екі айнымалыдан тұратын көпмүшелік, 
яғни 

			   ,    	         (5)
мұндағы ,...,, ,00, pp αα  – анықталмаған параметрлер;  ранг,  ішкі
рангысы белгісіз  және  айнымалыларының ең үлкен дәрежелері бойынша анықталады [12]. 
Алдымен (1) біртекті емес жүйені шешпес бұрын  болған кездегі 
теңдеулердің үйлесімділік шартын тексереміз. 

						     1. 

						     2.     

						     3.                                                             (6)

						     4.                                
							      5. 
Егер осы шарттар орындалатын болса, онда (1) біртекті емес жүйенің қалыпты шешім

дерін тұрғызуға болады.
(1) біртекті емес жүйеге сәйкес біртекті жүйе 

				                  		

			                                      (7)
 иррегуляр ерекше нүктелерімен [11] жұмыста қарастырылған, және 

осындай жүйелердің қалыпты шешімдерінің болуы үшін қажетті және жеткілікті шарттары 
алынған.

Белгілі болғандай, сәйкес (7) біртекті жүйенің жалпы шешімі тек төрт кез-келген тұрақ
тыдан ғана тәуелді. 

1-теорема. Егер де  және  – сәйкес біртекті жүйе
нің төрт сызықты-тәуелсіз дербес шешімдері болса, онда төрт кез-келген  
тұрақтыдан тәуелді жалпы шешім келесі түрде ұсынылады:

								       				    (8)

Дәлелдеу.   және  нүктесінде дәрежесінің өсу реті бойынша 
жіктелетін (7) біртекті жүйенің шешімі болсын.  мәндері арқылы  
болған жағдайдағы  мәндерін белгілейміз. Онда  келесі түрдегі қатар 
түрінде ұсынылады: 

 

                       			 
		           	  (9)

мұндағы  және  –  болған жағдайдағы  және ( )iQ  
коэффициенттерінің мәндері. Бұдан алынған қатардың барлық коэффициенттері кез-келген 
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 тұрақтыларының сызықтық комбинациялары болып табылады. Сондықтан мына
дай қорытынды жасай аламыз, яғни

		              (10)
мұндағы ( )( )yxZ i ,   болғандағы аналитикалық функциялар болып 
табылады, яғни (7) жүйенің жалпы шешімі оған сызықты түрде енетін төрт кез-келген 
тұрақтыдан ғана тәуелді.

Теорема дәлелденді. 
Ал енді біртекті емес жүйенің шешімдері туралы қарастыратын болсақ, ол қарапайым 

жағдайдағыдай келесі теоремаға негізделеді.
2-теорема. Егер (1) біртекті емес жүйенің қандай да бір  дербес шешімі, ал  –  

сәйкес (7) біртекті жүйенің жалпы шешімі белгілі болса, онда олардың қосындысы 

				                                    		   (11)

(1) біртекті емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесінің жалпы шешімі 
болып табылады.

Дәлелдеу. (1) біртекті емес жүйенің  – дербес шешімі, ал  – қандай да бір 
басқа дербес шешімі болсын. Осы шешімдерді (1) біртекті емес жүйеге қоя отырып келесі 
түрдегі жүйелерді аламыз:

  
                                               (12)

және

  
                                              (13)

Олардың айырымы  сәйкес (7) біртекті жүйені қанағаттандырады. 1-теорема 
бойынша (7) біртекті жүйенің жалпы шешімі мына түрде болады:

Бұдан

Осылайша, (1) біртекті емес жүйенің жалпы шешімін құру үшін сәйкес (7) біртекті 
жүйенің жалпы шешімінен басқа, (1) біртекті емес жүйенің ең болмағанда бір дербес шешімін 
табу қажет. 

Теорема дәлелденді. 
Енді (1) біртекті емес жүйенің дербес шешімін (4) түрге байланысты тұрғызу жолдарын 

көрсетейік. 
Фробениус-Латышева әдісі бойынша  көпмүшелігінің ,...,, ,00, pp αα  
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белгісіз параметрлерін табу үшін келесі түрдегі түрлендіру қолданылады:

						                                      (14)
(1)	 біртекті емес жүйеден (14) түрлендіру арқылы алынған жүйе біріктірілген деп аталады. 

Белгісіз  функциясының тәуелсіз айнымалыларының ең жоғары дәрежелеріндегі 
коэффициенттерді нөлге теңестіре отырып,  көпмүшелігінің  
белгісіз параметрлерін анықтаймыз.

1.	  белгісіз параметрлердің табылған мәндерін бастапқы (1) 
біртекті емес жүйеге қоя отырып, шешімдері  ерекшеліктерінен тәуелді  және  
тәуелсіз айнымалыларының кему реті бойынша жалпыланған дәрежелік қатар 

                                                            (15)
түрінде ізделетін көмекші жүйелер құрылады.

2.	 (15) шешімді (1) біртекті емес жүйеге қоя отырып, характеристикалық теңдеулер 
жүйесін аламыз 

 

            (16)
мұндағы  ал  ерекше нүктесіне қатысты 

  анықтаушы теңдеулер жүйесі келесі түрде болады:

 

3.	 Бұдан (15) дербес формальды шешім болуы үшін  анықталмаған 
коэффициенттері келесі рекурренттік жүйені қанағаттандыруы міндетті:

 

 

 

                                                               (17)

 

Демек (15) қатардың  коэффициенттері рекурренттік жүйеден анық
талады.  және  болған   жағдайда екі   жүйеге бөлінеді.  үшін (17) жүйенің оң  
жағындағы  ал  үшін  коэффициенттері арқылы 
анықталады, мұндағы  және  коэффициенттері бастапқы  және  жалпыланған 
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дәрежелік қатарлардың коэффициенттері.  және  болған кездегі осы екі жүйеден 
тізбектей анықталатын  коэффициенттері бірдей болуы керек. Олар (17) 
рекурренттік жүйесінен  және мұндағы  – кез-
келген натурал сандар (7) біртекті жүйенің шешімдерінің дәреже көрсеткіштері болмайтын 
жағдайда ғана анықталады. (16) характеристикалық теңдеулер жүйесінен   
қатарының жинақтылығы (14) қатардың жинақты болуына әкеледі. Осыдан бұл жағдайда 
біртекті емес жүйенің  дербес шешімін тұрғызуға болады деген қорытынды жасауға 
болады.

Екінші жағдайда, егер  және мұндағы  – 
кез-келген натурал сандар (7) біртекті жүйенің шешімдерінің дәреже көрсеткіштері болса, 
онда «резонансты» жағдай туындайды. (1) біртекті емес жүйенің (3) түрдегі  және 

 оң жақ бөліктері (7) біртекті жүйенің қандай да бір  дербес шешімімен 
беттеседі. 

(1)	біртекті емес жүйе мына түрде жазылады: 

                                                   (18)
Анықтаушы теңдеулер жүйесінің түбірлерінің жұптарының еселігіне байланысты қалған 

дербес шешімдер логарифмдік немесе олардың сызықтық комбинациясы түрінде ұсыны
лады [11].

3-теорема. Екінші ретті дербес туындылы біртекті емес (1) дифференциалдық теңдеулер
дің «резонансты» жүйесінің көрсеткіштердің еселік жұптары және көрсеткіштері бүтін сан
дарға ерекшеленетін жұптары болмаған жағдайда дербес шешімі мына түрде болады

 
                                                         (19)

мұндағы нөлге тең емес белгілі тұрақты, 
аналитикалық функциялар.

Нәтижелер мен талқылаулар

1-мысал. Біртекті емес жүйенің қалыпты шешімін табайық.

                   (20)

(20) біртекті емес жүйе үшін (6) түрдегі үйлесімділік шарттары толығымен орындалады. 
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Ішкі ранг , сондықтан ранг . Олай болса (20) біртекті емес жүйені келесі 
түрде жазуға болады

		    	   	         

			   			    (21)

Берілген біртекті емес жүйенің ешқандай шектелген облыста ерекше нүктелері жоқ, сон
дықтан оның шешімін екі айнымалыдан тәуелді дәрежелік қатар түрінде табуға болады. 

Сәйкес біртекті жүйенің

                                                      
(22)

екі шешімі бар 

                                                               (23)

(23) шешімдердің ішінен (20) біртекті емес жүйенің оң жағы (22) біртекті жүйенің табыл
ған шешімдерінің бірімен сәйкес келетінін байқауға болады. Бұл жағдайда «резонанстық» 
жағдай пайда болады. Ол жағдайда шешімді (19) формулаға сәйкес табуға болады.

Қорытынды

Қорыта келе, бұл зерттеу екінші ретті дербес туындылы біртекті емес дифференциал
дық теңдеулер жүйесінің иррегулярлы ерекше нүктесінің маңайында қалыпты шешімін 
Фробениус-Латышева әдісі арқылы тұрғызу мәселесіне арналған. Қарастырылып отырған 
біртекті емес теңдеулер жүйесінің үйлесімділігіне қойылатын шарттар анықталып, шексіз 
алыстатылған нүктенің маңайында қалыпты шешімі тұрғызылды. Сонымен қатар, жүйенің 
жалпы шешімінің құрылымы туралы теорема дәлелденіп, біртекті емес жүйенің оң жағы 
сәйкес біртекті жүйенің дербес шешіміне тең болатын «резонанстық» жағдай зерттелді. 
Зерттеуде нақты мысал арқылы біртекті емес жүйенің дербес шешімі көрсетілді. Бұл жұ
мыстар дифференциалдық теңдеулердің шешімдерін құру мен талдау саласында маңызды 
теоретикалық және практикалық нәтижелер ұсынады.

Қаржыландыру туралы ақпарат. Бұл зерттеуге Қазақстан Республикасы Ғылым және 
жоғары білім министрлігінің Ғылым комитеті қолдау көрсетті (Грант ИРН AP19675358).
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ПОСТРОЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

С ИРРЕГУЛЯРНЫМИ ОСОБЕННОСТЯМИ

Аннотация
Рассматривается задача построения нормального решения неоднородных систем дифференциальных 

уравнений в частных производных второго порядка с помощью метода Фробенуса-Латышевой в окрест
ности иррегулярной особой точки. Показаны условия совместности рассматриваемой неоднородной си-
стемы дифференциальных уравнений в частных производных и создан алгоритм построения нормальных 
решений в окрестности бесконечно удаленной точки. Доказана теорема о строении общего решения неодно-
родных систем дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка и изучается «резо-
нансная» система, возникающей, если частное решение соответствующей однородной системы совпадает 
в правой части неоднородный системы. На конкретном примере показано, как построить частное решение 
неоднородной системы дифференциальных уравнений в частных призводных.

Ключевые слова: неоднородная система, однородная система, нормальное решение, ранг, многочлен, 
аналитическая функция, ряд, иррегулярная особая точка, метод Фробенуса-Латышевой.
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CONSTRUCTION OF NORMAL SOLUTIONS 
FOR INHOMOGENEOUS PARTIAL DIFFERENTIAL 
EQUATIONS WITH IRREGULAR SINGULARITIES

Abstract
The problem of constructing a normal solution to inhomogeneous systems of second-order partial differential 

equations using the Frobenus-Latysheva method in the neighborhood of an irregular singular point is considered. 
The compatibility conditions for the considered inhomogeneous system of partial differential equations are shown 
and an algorithm for constructing normal solutions in the vicinity of a point at infinity is created. A theorem on the 
structure of the general solution of inhomogeneous systems of second-order partial differential equations is proved 
and a “resonance” system is studied, which arises if the particular solution of the corresponding homogeneous 
system coincides on the right side of the inhomogeneous system. A specific example shows how to construct a 
particular solution to a non-homogeneous system of partial differential equations.

Key words: inhomogeneous system, homogeneous system, normal solution, rank, polynomial, analytic 
function, series, irregular singular point, the Frobenius-Latysheva method.
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