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ИМПУЛЬСТІ ДИСКРЕТТІ ЖАДЫ БАР ЖОҒАРҒЫ РЕТТІ 
ГИПЕРБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУ ҮШІН  ШЕТТІК ЕСЕП ТУРАЛЫ 

Аңдатпа
Импульс әсері бар дискрет жадылы гиперболалық жоғарғы ретті теңдеу үшін шеттік есеп тіктөртбұ

рышты облыста зерттеледі. Қарастырылатын есеп жаңадан енгізілетін функциялар көмегімен импульс әсері 
бар дискрет жадылы белгісіз функциялардан тәуелді бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесіне 
және интегралдық теңдеулерге әкелінеді. Осы пара-пар есепке Д.С. Жұмабаевтың параметрлеу әдісі 
қолданылады. Облысты уақыт айнымалысы бойынша бөлу және ішкі облыстарда дискретті жады мәндерінде 
функционалдық параметрлерді енгізу арқылы зерттелген импульс әсері бар дискрет жадылы белгісіз 
функциялардан тәуелді бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер жүйесі зерттелді. Бұл пара-пар есептер 
жүйесі интегралдық-көп нүктелі шеттік есептерге келтіріледі, нәтижесінде функционалдық параметрлері 
мен белгісіз функциялары бар жаңа есептер туады. Шыққан пара-пар есептер жаңа функцияларға қатысты 
дифференциалдық бірінші ретті теңдеулер жүйесі арқылы алғашқы есептерді қамтиды. Алғашқы есептердің 
шешімдері Вольтер интегралдық теңдеулері арқылы өрнектеледі. Бұл шешімдерді шеттік шарттар мен 
импульс шарттарына қойып, функционалдық параметрлер бойынша сызықтық функционалдық теңдеулер 
жүйесі құрылады. Шыққан пара-пар есептердің шешімдерін табу жолдарын сипаттайтын алгоритм ұсы
нылады. Интегралдық-көп нүктелі шеттік есептердің функционалдық параметрлері мен белгісіз функ
цияларға тәуелділігі кезінде бірмәнді шешімділіктің жеткілікті шарттары тұжырымдалады. Сонымен қатар, 
импульсті дискрет жадылы жоғарғы ретті гиперболалық теңдеу үшін шеттік есептің бастапқы шарттары 
тұрғысынан оның бірмәнді шешімділігінің жеткілікті шарттары анықталады.

Тірек сөздер: импульсті дискретті жады, жоғарғы ретті гиперболалық теңдеу, шеттік есептер әулеті, 
функционалдық-дифференциалдық теңдеулер.  

Кіріспе
Мақалада тіктөртбұрышты облысында келесі түрдегі импульсті 

дискретті жады бар жоғарғы ретті гиперболалық теңдеу үшін 
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                                                    ,    ,                                               	  (1)

қос нүктелі бейлокал шарты

      			     ,           ,                     (2)

импульс шарттары

		         ,       ,      	  (3) 
              

сипаттамалардағы шарттары  

		  ,   ,  …,       ,         (4)

түрінде берілген қос нүктелі бейлокал есеп қарастырылады. 
Мұнда   – белгісіз функция, , , , , ,   

және     функциялары   облысында үзіліссіз,
       ,          , ,
                      ,    

,  және    функциялары    кесіндісінде үзіліссіз,  функциялары 
   кесіндісінде үзіліссіз, ,   функциялары   кесіндісінде үзіліссіз 

дифференциалданады,  .  
 , ,  белгілеулерін енгізейік, яғни 

 –  облысындағы  , сызықтарында мүмкін 
үзілістері болатын бөлікті үзіліссіз  функцияларының кеңістігі болсын және нормасы 

 
Егер   функциясы  келесі шарттарды қанағаттандырса:

(i)  функциясының   дербес 
туындылары бар болса, мұнда  ; 
(ii)      жоғарғы ретті аралас дербес туындысы,   ,  сызықтарындағы 
мүмкін үзілістерін қоспағанда, әрбір  нүктелерінде бар болса, мұнда барлық   
үшін  біржақты жоғарғы ретті аралас дербес туындылары  бар болады; 
(iii) (1) гиперболалық теңдеулер жүйесі әрбір , мұнда  ішкі 
облысындағы  функциясы үшін орындалады  және ол  нүктелеріндегі  
функциясының оң жақты жоғарғы ретті аралас дербес  туындысы үшін орындалады, мұнда  

 ,  ;
(iv) шеттік (2) және (4) сипаттамадағы шарттар сәйкесінше ,  ,    
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сызықтарында  функциясының дербес туындылары үшін орындалады. (v)  
функциясының   сызықтарындағы дербес туындылары үшін импульстік 
әсерлердің (3) шарттары барлық  үшін орындалады;
онда (1)–(4) есебінің шешімі деп аталады.

Дискретті жадылы гиперболалық теңдеулер көптеген құбылыстарды математикалық 
модельдеу кезінде туындайды. Осындай теңдеулердің ішінде импульстік әсерлері бар 
дискретті жадылы гиперболалық теңдеулер ерекше орын алады. Бұл нейрондық желілер мен 
динамикалық жүйелерді зерттеу барысында импульстік әсерлі дискретті жадылы гиперболалық 
теңдеулерге арналған әртүрлі шеттік есептерді зерттеу қажеттілігімен байланысты. Осындай 
есептердің шешімдерінің бар болуы мен жалғыздығы, шешімдердің бастапқы деректерден 
үзіліссіз тәуелділігі, сондай-ақ шешімдерді құру әдістері мен жолдары әлі де толық зерттелмей, 
өзекті болып отыр.

Оған қоса, импульсті дискретті жады бар жоғары ретті гиперболалық теңдеулер үшін 
шеттік есептерді шешу әдістерінің тапшылығы бұл есептерді зерттеуге арналған жаңа 
конструктивті әдістерді әзірлеуге итермелейді. Импульсті гиперболалық екінші ретті 
теңдеулер үшін түрлі шеттік есептерді шешуге Д.С. Жұмабаевтың параметрлеу әдісінің 
модификациялары [1–13] еңбектерінде ұсынылған болатын. Осы модификациялар арқылы 
қарастырылған есептердің бірмәнді шешімділік шарттары, шешімдерді тұрғызу алгоритмдері 
және табу жолдары көрсетілген. Алынған нәтижелер импульсті жоғары ретті гиперболалық 
теңдеулерге де дамытылды [14, 15].

Екінші жағынан, дискретті жады деп аталатын жалпыланған құрақты-тұрақты аргументті 
дифференциалдық теңдеулер теориясы соңғы жылдары үлкен қарқынмен дамып келеді 
[16–21]. Бұл үзілістері бар дифференциалдық теңдеулер теориясындағы маңызды орын 
алатын функционалдық-дифференциалдық теңдеулердің белгілі өкілі болып табылады және 
құбылыстарды барынша дәл сипаттайтын модельдерге негізделген.

Жалпыланған құрақты-тұрақты аргументті дифференциалдық және гиперболалық 
теңдеулер үшін әртүрлі шеттік есептерді шешуде параметрлеу әдісінің тиімділігі мен 
әмбебаптығы көрсетілді [11, 22].

Осы жоғарыда келтірілгендердің негізінде импульсті дискретті жады бар жоғары ретті 
гиперболалық теңдеулер үшін шеттік есептерді зерттеу және шешу мәселесі қазіргі уақытта 
үзілісті дифференциалдық теңдеулер теориясындағы аса өзекті әрі маңызды сұрақтардың 
бірі болып отыр. Осы бағыттағы алғашқы жұмыс импульсті дискретті жады бар екінші ретті 
гиперболалық теңдеулер жүйесі үшін шеттік есепті шешуге арналды [23]. 

Осы есептің бірмәнді шешімділік шарттары анықталып, жуық шешімді табу алгоритмдері 
ұсынылған. Шешімділік шарттары теңдеудің коэффициенттері мен шекаралық матрицалар 
арқылы арнайы құрылған функционалдық матрицаның қайтарымдылығы терминінде 
анықталған.     

Ұсынылған әдіс енді (1)–(4) импульсті дискретті жады бар жоғары ретті 
гиперболалық теңдеу үшін шеттік есепті зерттеуге және шешуге бейімделеді. 
Зерттеліп отырған есеп жаңа ізделінді функцияларды енгізу арқылы импульсті дискретті жады 
бар бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер үшін қос нүктелі шеттік есептер жүйесіне 
және интегралдық қатынастарға келтіріледі. Пара-пар есепті шешу алгоритмдері ұсынылып, 
олардың жинақтылығы дәлелденеді. (1)–(4) есебінің бірмәнді шешімділік шарттары 
анықталады.
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Материалдар мен әдістер

Жаңа функциялар енгізу әдісі пайдаланылады және пара-пар есепке келтіріледі. 
Алдымен,  , , …,  
     жаңа белгісіз функцияларын енгізейік. 
Онда (1)-(4) есебі келесідей  жаңа есепке келеді:

   

                                     ,    ,                                                   		  (5)
       ,           ,          			   (6)

       ,      ,       		  (7) 
    

	              
 (8)

                                
 (9)

мұнда (8), (9) интегралдық қатынастарында  (4) сипаттамалардағы шарттар  ескерілген. 
(5)–(9) есебі – , , белгісіз функциялардан тәуелді импульсті дискретті 

жады бар бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер үшін  функциясына қатысты қос 
нүктелі шеттік есептер әулеті болып табылады. 

(5)–(9) есебін шешуге Д.С. Жұмабаевтың параметрлеу әдісі қолданылады.   
 екенін ескерсек, ізделінді   функциясының бөлінген ішкі облыстарға  

сығылуын  деп белгілейік.    
, қосымша параметрлерін енгізіп және әрбір  , ішкі облыстарында 

 , алмастырулары орындалса, (5)–(9) есебі  келесі түрдегі 
функционалдық параметрлері мен белгісіз функциялары бар бірінші ретті дифференциалдық 
теңдеулер үшін көп нүктелі интегралдық шеттік есептер әулетіне келеді:

            

                                   	   ,       ,                                                	 (10) 
			        ,    ,                       		  (11)
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,          	
 ,         	               (12)

       ,      
                                                                                                               ,             (13) 

		         (14)

          (15)

Функционалдық параметрлердің бекітілген мәндерінде (10), (11) есебі  
функциясына қатысты бірінші ретті дифференциалдық теңдеулер үшін алғашқы есептер әулеті 
болып табылады. (12) және (13) қатынастары  ,  функционалдық параметрлерін 
анықтауға мүмкіндік берсе, (14) және (15) интегралдық қатынастары белгісіз  , , 
функцияларын табуға қажет.

Сонымен,    функциялар үштігі, мұнда
 ,  

, (10)–(15) пара-пар есебінің шешімі дейміз, егер  
,  және  функциялары (10) дифференциалдық теңдеулерін барлық 

 үшін, (11) алғашқы шарттарын, (12), (13) қатынастарын барлық 
және (14), (15) интегралдық қатынастарын қанағаттандыратын болса,    . 

, , функционалдық параметрлерінің және   белгісіз 
функцияларының  бекітілген мәндерінде (10), (11) бастапқы есептерінің әулеті Вольтер 
интегралдық теңдеулерге пара-пар болады: 

	                        (16) 
мұнда   

  

(16) теңдеулерінен   ,   
,  шектерін анықтап, табылған өрнектерді (12), (13) қатынастарындағы сәйкес мәндерге   қойып,   

 функционалдық параметрлері үшін сызықты  функционалдық теңдеулер 
жүйесін аламыз:

		  		  (17)
мұндағы
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[1 0 0 0 0

1+ 0 0 0 0

0 1+ 0 0 0

0 0 0 0

,    ,
, 

 

 

 

.

Нәтижелер мен талқылау

Сонымен, белгісіз , ,…,  функционалдық параметрлерін 
табу үшін (17) сызықты функционалдық теңдеулер жүйесін алдық, белгісіз  

  функцияларын (14), (15) интегралдық қатынастарынан 
анықтаймыз, ал белгісіз  функциялар жүйесін (10), 
(11) бастапқы есептер әулетінен табамыз.  Әрі қарай  пар-пар (10)–(15) есебінің шешімдерін  
келесі алгоритм көмегімен табылатын , ,  
үштіктерінен тұратын тізбектің шегі түрінде анықталады.

0-інші қадам: 
а) алдымен  матрицасының барлық үшін кері матрицасы бар болсын деп 

болжайық, функционалдық   параметрі бойынша алғашқы  жуықтауды

теңдеуінен табамыз, мұнда  
яғни    ; 
ә) табылған     пайдаланып және  ішкі облыстарында (15) 

интегралдық қатынасында ,   , болғанда 
  бастапқы жуықтауын анықтаймыз:

одан кейін функциясын пайдаланып, қалған функцияларды (14) интегралдық  
қатынастарынан біртіндеп табамыз:  
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б) (10) дифференциалдық теңдеулерінің оң жағында  ,  
,  деп алып, (10), (11) бастапқы  есептер әулетін шешіп  

 функцияларын табамыз.
m-інші қадам: 
а) табылған  және 

,     функцияларын 
(17) сызықты функционалдық теңдеулер жүйесінің оң жағына қойып, 

теңдеуінен ,     функционалдық параметрін 
табамыз; 
ә) анықталған  параметрін пайдаланып және  ішкі облыстарында 
(15) интегралдық қатынасында ,   , болғанда  

  жуықтауын анықтаймыз:

одан кейін функциясын пайдаланып, қалған функцияларды (14) интегралдық  
қатынастарынан біртіндеп табамыз:  

б) (10) дифференциалдық теңдеулерінің оң жағында  ,  
,  деп алып, (10), (11) бастапқы  есептер әулетін шешіп  

 функцияларын табамыз.
Сонымен   үштіктер жүйесін аламыз. 
Белгілеулер енгізейік

, ,

Құрылған алгоритмнің жүзеге асырылуы мен (10)–(15) есебінің жалғыз шешіміне 
жинақталуының жеткілікті шарттары келесі тұжырымда баяндалады:

Теорема 1. Егер  матрицасы барлық үшін  қайтарымды болса және 
,  

 мұнда  – оң,  үзіліссіз функция,

 
мұнда  – оң тұрақты.

Онда (10)–(15) есебі бірмәнді шешімді болады.
(1)–(4) және (10)–(15) есептері өзара бір-біріне пара-парлығынан келесі тұжырым орын 

алады.

Теорема 2. Егер  матрицасы барлық үшін  қайтарымды болса  және жоғарыда 
келтірілген теореманың теңсіздіктері орындалса, онда (1)–(4) параметрі бар есебінің жалғыз   

 шешімі болады. 

Теорема 1 және теорема 2 дәлелдеулері [13] пен [23] жұмыстарындағы теоремаларға  
ұқсас дәлелденеді.
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Қорытынды

Ұсынылып отырған жұмыста тіктөртбұрышты облыста импульсті дискретті жады бар 
жоғары ретті гиперболалық теңдеу үшін шеттік есеп зерттелген. Қарастырылатын есеп жаңа 
белгісіз функциялар енгізу арқылы импульсті дискретті жады бар белгісіз функциялардан 
тәуелді бірінші ретті дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есептер әулетіне және интег
ралдық қатынастарға келтірілген. Шыққан есепке Д.С. Жұмабаевтың параметрлеу әдісі 
қолданылып, пара-пар функционалдық параметрлері мен белгісіз функциялары бар көп 
нүктелі интегралдық шеттік есептер әулеті зерттелген. Шыққан пара-пар мәселенің шешімін 
табу алгоритмі құрылған. Функционалдық параметрлері мен белгісіз функциялары бар көп 
нүктелі интегралдық шеттік есептер әулетінің бірмәнді шешімділігінің жеткілікті шарттары 
тұжырымдалған. Импульсті дискретті жады бар жоғары ретті гиперболалық теңдеу үшін 
шеттік есептің бастапқы деректері тұрғысында оның бірмәнді шешімділігінің жеткілікті 
шарттары анықталған.

Қаржыландыру туралы ақпарат. Бұл зерттеулерге Қазақстан Республикасы Ғылым 
және Жоғары Білім министрлігінің Ғылым комитеті қолдау көрсетті (AP19675193 гранты мен  
BR20281002 іргелі зерттеулер гранты). 
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ON A BOUNDARY VALUE PROBLEM  FOR HIGH-ORDER HYPERBOLIC 
EQUATION WITH IMPULSE DISCRETE MEMORY   

Abstract
The investigation focuses on a boundary value problem for a high-order hyperbolic equation with impulse 

discrete memory in a rectangular domain. By introducing new functions, the problem is transformed into a set of 
boundary value problems for a first-order differential equation with impulse discrete memory, which depends on 
unknown functions and integral relations. D.S. Dzhumabaev's parametrization method is applied to this equivalent 
problem. The domain is divided according to the time variable, and functional parameters representing discrete 
memory values are introduced within the interior domains. As a result, the family of boundary value problems 
for the first-order differential equation with impulse discrete memory and unknown functions is converted into an 
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equivalent family of integral-multipoint  boundary value problems involving functional parameters and unknown 
functions. These equivalent problems include initial value problems for first-order differential equations related 
to the new functions. The solutions to the initial value problems are expressed using Volterra integral equations. 
By substituting these solutions into the boundary and impulse conditions, a system of linear functional equations 
concerning the functional parameters is derived. An algorithm is developed to solve the equivalent problem, and 
sufficient conditions for the unique solvability of the family of integral-multipoint boundary value problems with 
functional parameters and unknown functions are provided. Additionally, sufficient conditions for the unique 
solvability of the original boundary value problem for the high-order hyperbolic equation with impulse discrete 
memory are established based on the initial data.

Key words. Impulse discrete memory, high-order hyperbolic equation, family  of boundary value problems, 
functional-differential equations.
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О КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА С ИМПУЛЬСНОЙ  ДИСКРЕТНОЙ ПАМЯТЬЮ 

Аннотация
Исследуется краевая задача для гиперболического уравнения высокого порядка с импульсной диск

ретной памятью в прямоугольной области. С помощью введения новых функций рассматриваемая зада-
ча сводится к семейству краевых задач для дифференциального уравнения первого порядка с импульсной 
дискретной памятью, зависящей от неизвестных функций, и интегральным равенствам. К этой эквивалент-
ной задаче применяется метод параметризации Д.С. Джумабаева. Разбиением области по временной пере-
менной, введением функциональных параметров как значений дискретной памяти во внутренних областях 
исследуемое семейство краевых задач для дифференциального уравнения первого порядка с импульсной 
дискретной памятью, зависящее от неизвестных функций, и интегральные равенства переходят к эквива-
лентному семейству интегральных-многоточечных краевых задач с функциональными параметрами и неиз-
вестными функциями. Полученные эквивалентные задачи  содержат начальные задачи для дифференциаль-
ных уравнений первого порядка относительно новой функции. Решение начальных задач выражается через 
интегральные уравнения Вольтерра.  Подставляя эти решения в краевые условия и импульсные условия, 
строится система линейных функциональных уравнений относительно функциональных параметров. По-
строен алгоритм нахождения решения эквивалентной задачи. Сформулированы достаточные условия одно-
значной разрешимости семейства интегральных-многоточечных краевых задач с функциональными пара-
метрами и неизвестными функциями. В терминах исходных данных краевой задачи для гиперболического 
уравнения высокого порядка с импульсной дискретной памятью установлены достаточные условия ее одно-
значной разрешимости. 

Ключевые слова: импульсная дискретная память, гиперболическое уравнение высокого порядка, 
семейство краевых задач, функционально-дифференциальные уравнения.  
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