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ПАРАБОЛАЛЫҚ  ТЕҢДЕУ  ҮШІН  ШЕТТІК 
ЕСЕПТІ  ШЕШУДІҢ  САНДЫҚ  ӘДІСІ 

Аңдатпа
Параболалық теңдеу үшін сызықтық шеттік есеп тұйық облыста қарастырылады. Параболалық теңдеу 

үшін шеттік есеп сынық әдісі негізінде x айнымалысы бойынша u(t,x) белгісіз функциясын дискреттеу 
арқылы сызықты жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есепке айналдырылады. 
Алынған екі нүктелі шеттік есеп профессор Джумабаевтың параметрлеу әдісімен зерттеледі. Осы әдіс 
негізінде жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін сызықты екі нүктелі шеттік есептің сандық шешімін 
табу алгоритмі құрылады. Құрылған алгоритм белгілі сандық әдістерді қолдану арқылы іске асырылады. 
Параметрлеу әдісінің конструктивтілігі мен тиімділігі параболалық теңдеу үшін қарастырылып отырған 
сызықтық шеттік есептің сандық шешімін құруға мүмкіндік береді. Ұсынылған алгоритмді тексеру және 
көрсету үшін бір сандық мысал келтіріледі.

Тірек сөздер: параболалық теңдеу, шеттік есеп, алгоритм, сандық шешім, параметрлеу әдісі.

Кіріспе 

Параболалық теңдеулер ғылым мен техниканың әртүрлі салаларында кеңінен қол-
данылады [1–5]. Олар электрондық компоненттерді салқындату жүйелерін жобалауда, жер 
қыртысындағы жылу ағынын модельдеуде, гипертермиямен қатерлі ісіктерді емдеуде жылу 
таралуын талдауда, сондай-ақ жылу өткізгіштік сипаттамаларын бақылау арқылы жаңа 
материалдардың жылу қасиеттерін зерттеуде маңызды рөл атқарады [6–12].

Бұл жұмыста  облысында параболалық теңдеу үшін қойылған келесідей 
шеттік есеп қарастырылады:

     (1)
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       (2)

               , (3)

мұндағы функциялары  облысында,  
функциялары  аралығында,  функциялары  аралығында жеткілікті 
тегіс және  

келісімділік шарттары орындалады. 
(1) – (3) параболалық теңдеу үшін қойылған шеттік есептің шешімі деп Ω‾ облысында 

үзіліссіз және t айнымалысы бойынша бірінші ретті және x айнымалысы бойынша екінші ретті 
үзіліссіз дербес туындылары бар болатын, (1) параболалық теңдеуін, (2) және (3) шарттарын 
қанағаттандыратын u(t,x) функциясын айтамыз.

(1) – (3) параболалық теңдеу үшін c(x)=0 жағдайындағы сызықтық шеттік есептер [10, 11] 
жұмыстарында қарастырылады. Сынықтар әдісі негізінде теңдеу коэффициенттері мен шеттік 
шарттар терминдерінде шешімнің және оның туындыларының бағалаулары [10] жұмысында 
алынған. Бір кеңістіктік айнымалысы бар параболалық теңдеу үшін сызықтық шеттік есептің 
шешімінің және x бойынша бірінші туындысының дәлірек коэффициентті бағалаулары [11] 
жұмысында тағайындалған.

Ұсынылып отырған жұмыстың мақсаты – (1) – (3) параболалық теңдеу үшін сызықтық 
шеттік есептің шешімін табудың сандық алгоритмін Джумабаевтың параметрлеу әдісі не-
гізінде құру.

Әртүрлі дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептердің аналитикалық және сандық 
шешімдерін табуға арналған параметрлеу әдісінің [12, 13] жүзеге асырылуы, конструктивтілігі 
және оның тиімділігі [14–24] жұмыстарында көрсетілген.

Материалдар мен әдістер

Кез келген  алып, (1)   (3) шеттік есебінде  айнымалысы бойынша дискреттеу 
жасалынады: , , . Келесі белгілеулерді енгізейік:  

        .  
Осы белгілеулерді ескере отырып (1)   (3) параболалық теңдеу үшін қойылған шеттік 

есебін келесідей есеппен алмастырамыз: 

     (4)

       (5)

               , (6)

мұнда  және  функциялары белгілі. 
Бұл (4) – (6) жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есебін 

векторлық-матрицалық түрде жазайық: 

    (7)

    (8)
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мұндағы  – белгісіз функция, ал  өлшемді  
 матрицасы мен  өлшемді  векторы  аралығында үзіліссіз. Мұнда

,

,   ,

,    .

(7), (8) жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есебінің 
шешімі деп (7) жай дифференциалдық теңдеуін және (8) шеттік шартын қанағаттандыратын 

 функциясын атаймыз.

Негізгі ережелер

(7), (8) жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есебін шешу 
үшін профессор Джумабаев ұсынған параметрлеу әдісін қолданайық. Бұл әдістің схемасы 
бойынша берілген  аралығын ішкі бөліктерге бөлейік: 

 арқылы  функциялар жүйесінен тұ-
ратын кеңістігін белгілейміз, мұнда:

1)  функциялары  аралықтарында үзіліссіз; 

2)     .      
(7), (8) есебіндегі  функциясының  аралықтарына сығылуын 
 деп белгілеп алып, қосымша , , параметрлерін енгізіп алайық. Сосын 

әрбір ішкі , аралықтарында  , алмастыруларын 
жасаймыз да, (7), (8) есебіне пара-пар болатын төмендегідей параметрлері бар шеттік есебін 
аламыз: 

 (9)
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(10)

(11)

(12)

(9) – (12) параметрлері бар шеттік есебінің шешімі деп , 
 элементтерімен жұбын айтамыз, 

бұл жерде   функциялары  ішкі аралықтарында үзіліссіз дифферен-
циалданады және (9) дифференциалдық теңдеулерін,  болғанда (10) – (12) 
шарттарын қанағаттандырады. 

(7), (8) есебі мен (9) – (12) параметрлері бар шеттік есебі пара-пар. Егер  функциясы 
(7), (8) есебінің шешімі болса, онда жұбы, мұндағы  

(9) – (12) параметрлері бар шеттік есебінің шешімі болады. Керісінше, егер де 
жұбы (9) – (12) параметрлері бар шеттік есебінің шешімі болса, онда 

, , ,  

,  
теңдіктерімен анықталатын  функциясы (7), (8) есебінің шешімі болады.     

Нәтижелер мен талқылау 

Қосымша , , параметрлерін енгізу 
функциялар жүйесінің компоненттері үшін (10) шарттарын алуға мүмкіндік берді және де 
(9), (10) есептері , , параметрлерінің бекітілген мәндерінде Коши есептері болады. 

 ішкі аралықтарында бұл Коши есептері жеке шешіледі. Бұл Коши 
есептерінің шешімдерін табу үшін  іргелі матрица қолданылады. 

(9), (10) Коши есебінің шешімін – іргелі матрицасын қолданып жазайық:

(13)

Осы соңғы (13) өрнегін (11) және (12) шарттарына қояйық:   

(14)
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(15)

Бұл (14), (15) жүйесі арқылы  белгісіз параметрлерін табуға болады. Осы (14), 
(15) жүйесін  нөлдік матрица,   бірлік матрица және  

белгілеулерін ескере отырып келесідей түрде жинақтап жазайық:

                                                                                                  (16)

мұндағы
  

,

.

(7), (8) шеттік есебінің шешілімділігі алынған (16) жүйесінің шешілімділігіне пара-пар 
екені айқын. 

Ұсынылып отырған сандық алгоритм (16) жүйені құрып және осы жүйені шешуге 
негізделген. Бұл (16) жүйенің коэффициенттері мен оң жағы Коши есептерінің шешімі ретінде 
табылады. 

(7), (8) есебін сандық шешу алгоритмі:
.  аралығын қарастырамыз. Әрбір , 

ішкі аралығын  қадаммен ішкі бөліктерге бөлеміз. 
. (16) жүйедегі  матрицасы мен  векторын есептеу үшін әрбір ішкі аралықта  

қадаммен   мәндерін төртінші ретті Рунге-Кутта әдісін қолданып 
табамыз.

. Сонда келесі жуық жүйені аламыз: 

                                             (17)
  

 – бұл (17) жүйесінің шешімі: . 
. Шешімнің ішкі аралықтардың қалған нүктелеріндегі жуық мәндерін келесідей Коши 

есептерін шешу арқылы табамыз:
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   .         (18)

Соңғы (18) Коши есептерін де төртінші ретті Рунге-Кутта әдісінің көмегімен шешіп, (7), 
(8) жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есебінің сандық шеші мін 
табамыз. 

Егер   (7), (8) жай дифференциал-
дық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есебінің сандық шешімі болса, онда 

 параболалық теңдеу үшін қойылған (1)   (3) шеттік есебінің 
сандық шешімі болады.

Осы ұсынылып отырған алгоритмнің жүзеге асырылуын көрсететін мысалды қарас-
тырайық. 

Мысал. Параболалық теңдеу үшін қойылған келесідей шеттік есепті қарастырайық:   

     
(19)

       (20)

               (21)

Параболалық теңдеу үшін қойылған (19) – (21) шеттік есебінің дәл шешімі:  
 .

 деп алып, (19) – (21) есебінде  айнымалысы бойынша дискреттеу жасаймыз: 
, . Сонда (19) – (21) параболалық теңдеу үшін қойылған шеттік есебінен келесідей 

жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есебін аламыз: 

   (22)
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                   (23)

(22), (23) жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есебін  
ше шу үшін профессор Джумабаев ұсынған параметрлеу әдісін қолданайық. Бұл 

әдістің схемасы бойынша берілген  аралығын ішкі бөліктерге бөлейік: 
. Жоғарыда  келтірілген алгоритм бойынша (17) 

жүйесі құрып алып және оны шешіп,  белгісіз параметрлердің сандық мәндерін табамыз:

,  ,  

 ,   ,   .

(22) – (23) есептің шешімінің ішкі аралықтардың қалған нүктелеріндегі 
жуық мәндерін (18) Коши есептерін шешу арқылы табамыз. Онда  

   параболалық теңдеу үшін (19) – (21) қойылған 
шеттік есептің сандық шешімі болады. 

Параболалық теңдеу үшін қойылған (19) – (21) шеттік есебінің  дәл шешімі мен 
табылған  сандық шешімдерінің сызбасы 1-суретте көрсетілген.

Сурет 1 –  (19) – (21) есебінің дәл шешімі (a) мен 
сандық шешімдерінің (b) сызбасы
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Параболалық теңдеу үшін қойылған (19) – (21) шеттік есебінің  дәл шешімі мен 
табылған  сандық шешімдері үшін келесі бағалау орынды:  

  

. 

Қорытынды 

Бұл жұмыста параболалық теңдеу үшін қойылған сызықтық шеттік есеп қарастырылды.  
x айнымалысы бойынша қандай да бір қадаммен дискреттеу жүргізіліп, қарастырылып 
отырған есеп жай дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін екі нүктелі шеттік есепке кел-
тірілді. Параметрлеу әдісі негізінде келтірілген екі нүктелі шеттік есептің сандық шешімін 
табу алгоритмі құрылды. Құрылған алгоритм бойынша параболалық теңдеу үшін сызықтық 
шеттік есептің сандық шешімі табылды.

Қаржыландыру туралы ақпарат. Бұл зерттеуге Қазақстан Республикасы Ғылым және 
жоғары білім министрлігінің Ғылым комитеті қолдау көрсетті (Грант BR20281002).
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NUMERICAL METHOD FOR SOLVING THE BOUNDARY VALUE 
PROBLEM FOR THE PARABOLIC EQUATION

Abstract
A linear boundary value problem for a parabolic equation is considered in a closed domain. Based on the 

broken line method, the boundary value problem for a parabolic equation is replaced by a two-point boundary value 
problem for a system of linear ordinary differential equations by discretizing the unknown function  with 
respect to the variable . The obtained two-point boundary value problem is investigated by the parameterization 
method of Professor Dzhumabaev.  Based on this method, an algorithm for finding a numerical solution to the 
two-point boundary value problem for a system of linear ordinary differential equations is constructed. The 
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constructed algorithm is realized by applying known numerical methods. The constructiveness and efficiency of the 
parameterization method also allows us to construct a numerical solution of the considered linear boundary value 
problem for the parabolic equation. One numerical example is given to verify and illustrate the proposed algorithm.

Key words: Parabolic equation, boundary value problem, algorithm, numerical solution, parameterization 
method.
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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

Аннотация
В замкнутой области рассматривается линейная краевая задача для параболического уравнения. На 

основе метода ломаных краевая задача для параболического уравнения заменяется двухточечной краевой 
задачей для системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений путем дискретизации неиз-
вестной функции  по переменной . Полученная двухточечная краевая задача исследуется мето-
дом параметризации профессора Джумабаева.  На основе данного метода строится алгоритм нахождения 
численного решения для двухточечной краевой задачи для системы линейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Построенный алгоритм реализуется путем применения известных численных методов. 
Конструктивность и эффективность метода параметризации позволяет также построить численное решение 
рассматриваемой линейной краевой задачи для параболического уравнения. Для проверки и иллюстрации 
предложенного алгоритма приводится один численный пример.

Ключевые слова: параболическое уравнение, краевая задача, алгоритм, численное решение, метод 
параметризации.  
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