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э с т і к  с и м м е т р и я л ы  б е й с т а ц и о н а р  е к і  д е н е н щ  і л г е р і л е м е л і  -  
а й н а л м а л ы  ц о з г а л ы с ы н ь щ  д и ф ф е р е н ц и а л д ь щ  т е ц д е у л е р і

м .д ж . м и н г л и б а е в , с .б . б и ж а н о в а

эл-Фараби атындагы К,азац ¥лттыцунйверсйтеті

Ацдат па: М ацалада массалары жэне влшемдері айнымалы взара гравитациялаушы встік 
симметриялы бейстационар екі аспан денелерініц ілгерілемелі -  айналмалы цозгалысы абсолютті, 
салыстырмалы жэне барицентрлт координат ЖYйелерінде царастырылды жэне олардыц 
цозгалысыныц дифференциалдыц тецдеулері цорытылып шыгарылды. Бейстационар встік 
симметриялы денелердіц екінші ретті инерция моменттері айнымалы. Остік симметриялы денелер 
Yшін меншікті координаталар жуйесініц встері дененіц бас инерция встерімен сэйкес келеді жэне 
бул куй эволюция барысында взгеріссіз цалады. Денелердіц массасы эртурлі царцында изотропты 
взгереді. Ньютондыц куштік функцияныц мэні жуыцталган, ол екінші гармоникамен шектелген.

TYumdi свздер: айнымалы масса, вст ік симметриялы дене, ілгерілемелі -  айналмалы цозгалыс, 
куштік функция

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  o f  t r a n s l a t i o n a l  -  r o t a t i o n a l  m o t i o n  o f  
t w o  n o n s t a t i o n a r y  a x i s y m m e t r i c  b o d i e s

Abstract: In this article we consider translational -  rotational motion o f two mutually gravitating celestial 
bodies with variable mass and with variable sizes in absolute and barycentric coordinate systems and their 
differential equation o f motion. The moments o f inertia o f the second type o f axisymmetric bodies are variable. 
The axes o f the own coordinate system for axisymmetric bodies coincide with the main axes o f inertia, and 
this position remains unchanged during evolution. Masses o f bodies change isotropic in the different rates. 
Newtonian interaction force is characterized by an approximate expression o f the force function, taking into 
account the second harmonic.

Keywords: variable mass, axisymmetric body, translational -  rotational motion, force function

д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п о с т у п а т е л ь н о -в р а щ а т е л ь н о г о  
д в и ж е н и я  д в у х  н е с т а ц и о н а р н ы х  о с е с и м м е т р и ч н ы х  т е л

Аннотация: В работе получены поступательно-вращательные движения двух взаимогравитирующих 
небесных тел с переменной массой и с переменными размерами в абсолютной, относительной и 
барицентрической системе координат и их дифференциальное уравнение движения. Моменты 
инерции второго порядка осесимметричных тел -  переменные. Оси собственной системы координат 
для нестационарных осесимметричных тел совпадают с главными осями инерции и это положение 
остается неизменным во время эволюции. Массы тел изменяются изотропно в различных темпах. 
Ньютоновская сила взаимодействия характеризуется приближенным выражением силовой функции, 
учитывающей вторую гармонику.

Ключевые слова: переменная масса, осесимметричное тело, поступательно-вращательное движение, 
силовая функция
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1 К ір ісп е
^ аз ір г і бакылау астрономиясы  накты  ас- 

пан денелерініц абсолю тті катты дене ем ес -  
олар бейстационар екендігін керсетеді. 
Булар уакы тка байланы сты  массаларын, ел- 
шемін, пішінін, куры лы мы н езгертеді [1]-[5]. 
К лассикалы к аспан механикасы  гарыш тык 
денелерді материалдык нYкте ретінде карас- 
тырады. Бірак, бул болжау есептіц табиги 
койы луы н кейбір ж агдайларда дуры с бейне- 
лемейді. 0 за р а  Н ью тон кYшімен эсерлесетін  
массасы, елш ем і ж эне пішіні айны малы  бей­
стационар денелердіц ілгерілемелі -  айнал- 
малы козгалы сы  кеп  ж агдайда аспан дене- 
лерін іц козгалы сы н дуры с айкындайды.

2 М эсел ен іц  ф и з и к а л ы к  койылы-
мы. Бейстационар денелердіц массалары

mi = mi( t), піш індері айны малы  естік  сим- 
м етриялы  динам икалы к куры лы мды  жэне

айны малы  l i =  l i ( t ) сызьщ ты елш ем м ен си- 
патталсы н [1].

Келесі ш арттар оры ндалсы н делік:
1. Д енелер бейстационар, екінші ретті 

инерция моменттері айнымалы

A ( t  )  =  B ( )  * C i (t.  i = 1,2 (2.1)

2 . m i ( t ) , l i ( t )  A i (t), C i (t) -  белгілі у акыт
функциялары;

3. 0 з ін д ік  координата естері бас инерция 
естерім ен сэйкес келеді ж эне бул ж агдай ез- 
геріссіз калады;

4. Д енелердіц массасы  мен елш емі 
эртYрлі каркы нда изотропты  тYPде езгереді, 
сонды ктанда косы м ш а реактивті ^ ш  ж эне 
косы м ш а айналды руш ы  момент туындамай- 
ды;

m ( t )  Ф  М )  *  Ш . . (2 .2)
m i ( t )  m 2 ( t )  l 1( t .  l 2 ( t .

5. КYштік функцияныц ж уы к ернегім ен 
ш ектелеміз.

3 А 6солю тті к о о р д и н а т а л а р  ж уйе- 
сіндегі к o зF а л ы c ты ц  д и ф ф е р е н ц и а л д ы к

тецдеулер і. Егер 1 E,nZ абсолю тті координа­

талар жYЙесіндегі O i денелерініц менш ікті 
естерін іц  багы ттары  сэйкесінш е осы  дене- 
лердіц бас инерция естерім ен сэйкес келсе, 
онда денелердіц ілгерілемелі -  айналмалы  
козгалы сы ны ц диф ф еренциалды к тевдеулері 
келесі тYрде ж азы лады  [2]
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..V  ди  ,,v . д и  .. ди
m (tX , = > mi(t)n  = , m  ( t x t =

d $i д п  Z
(3.1)

sin p
d  (A,(t) p,) - (A,(t) - c, (tM r =sn e

cospd A ( t ) q,) -  (C,(t) -  A(t))rp, = C0n^ 

1= '-2

ди n ди-cos в —
^  дР_
" ди J U '-  -cos# —
^  дР

ди+ c°s p -

. ди
- т Р д

(3.2)

мундагы m, A , B, C, -  денелердіц массала- денелердіц айналмалы козгалысыныц
. бурыштык жылдамдыгыныц меншікті коор-ры жэне бас инерция моменттері; с. , n ,Z  -

i , , дината жYйесшщ естеріне проекциялары;
° & С  абсолютгі естердегі О. массалар цент- и -  екі дененіц тартылыс кYшін аныктайтын

рініц декарттык координаталары; Р, q,, Г -  KŶ r i K функция.

p , = w , sin  р  sm в , + в , c o s р , q , = ў ,  co s  p  s in  в , -  в , sin  p , r  = V t cos в , + p  . (3.3)

P , V , e  -  Эйлер бурыштары; Алынган 
(3.1) -  (3.3) тецдеулер естік симметриялы 
бейстационар екі дененіц ілгерілемелі -  ай­

налмалы козгалысын абсолют координата- 
лар жYЙесінде толык сипаттайды.

4 С а л ы с т ы р м а л ы  к о о р д и н а т а л а р  
ж уйесін дегі к o зF ал ы cты ц  д и ф ф е р ен ц и ал -

д ы к  тецдеулері. О XnZ абсолютті коорди­

наталар жYЙесінен Oxxyz салыстырмалы 
координаталар жYЙесіне етеміз, координа­

талар басын О, нYктесінен аламыз. Жаца

жYЙеніц координаталары ескі жYЙенщ коор- 
динаталарына сэйкесінше параллель болсын. 
Абсолютгі координаталар жYЙесіндегі (3.1) 
-  (3.3) козгалыс тецдеулерін ескере отырып, 
екі есті дененіц ілгерілемелі -  айналмалы

козгалыс тевдеулерін Oxxyz салыстырмалы 
координаталар жYЙесінде аламыз [2].
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3-сурет. Екі дене салыстырмалы координаттар жуйесінде

j u ( t ) X д U 
дх ’

H ( t ) у д U 
ду ’

H ( t )  Z
д U 
dz ’

C (t))qiri
sinp dU 
sin a  d p

a dUcos a —
d(Pi

dU
+ COSP —

d a

d  (4  (i)q, ) - (Ci(>) - A  (i))rp,

d  C  t)r) = 0' ' = 12

cosp dU 
sin a  dp.

a dUcos a —
dP

. dU
- s m p w

(4.1)

(4.2)

мундагы j-i(t) = m1(t)m 2 ( t) /  (m1( t)  + m2 ( t) )  келтірілген масса, U -  екі дененіц тартылыс 
кYшін аньщтайтын кYштік функция.

5 Б а р н ц е н т р л ік  к о о р д й н а т а л а р  ж уйесін дегі е с т ік  с и м м е т р и я л ы  б ей етац й о й ар  ек і 
денен іц  іл гер іл ем ел і -  а й н а л м а л ы  к о зг а л ы е ы н ы н  д й ф ф е р е н ц й а л д ы к  тевдеулер і.

Дененіц ілгерілемелі к;озгалыс тевдеуі барйцентрлік координаттар жYЙесінде келесідей 
болады [3]
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d  (A (0 P i) - ( A (t)

d  (Ai(()?l)-(C ,(()-

d dU,
d  ( f i(,)'i) = ^ = °

sinp дUl dU 1 - -  cos ft — - + cos p
sin ft _др др _

cosp ' дUl f t U  — 1 -  cos ft — 1 -s in p
sin ft 4 дР .

дЦ
dft

дЦ
дв,

(5.3)

U = f  m 2  4 ) -  4 ( t  .))Q -  3 4  + 2 5  5  5  -  5  5 (1- 3ft)
1 f  (m (t) + / ^ (Z))4 3 m (t)(m (t) + m2(t))4 2/;3

(5.4)

Екінші дененіц ілгерілемелі козгалыс тевдеуі барйцентрлік координаттар жYЙесінде келе- 
сідей болады

m 1 (t)
Г 2 =  - f К -  4  Г2 - V V  Г2 + grad, U2

(m1(t) + m2(t)) Г2 V V (5.5)

m1 (t) + m2 (t) ..
v =  —  —  = V ) ,

m1(t)
(5.6)

sinp2
- 4 4 ) - (A(t) -  C2(t))q2r2 = -  a 
dt sin ft

cosp2
(4 ( 0  q2) -(C 2(t) -  4 (t)KP2 =dt sin ft

d  (C2(' )f2 ) =ЩГ = 0,

д~и2 dU2 -  cos ft, 2
д¥г дРг
'д К  a дО,-  cos ft
д^ 2 p

- cos (p2

sin p2

ди2
дft2

ди2
дft

(5.7)

U2 = f
m ftt) ( 1 )  - 1  ))(1 -  3 f t)  / m p  ( 4  ) -  4 4  ) )(1 -  3 f t)

m2(t )(mi(t) + m2(t ))4 2r.3 (mi(t) + m2(t ))4 2r.3
(5.8)
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6 Н ью тон  з а ц ы м е н  езара эсерлесуші 
естік симметриялы бейстационар екі дененіц

кYштік функциясы. 0зара эсерлесуші T1

жэне T2 денелердіц ^ ш т ік  функциясын U 
аркылы белгілейміз. Жалпы жагдайда кYштік 
функцияныц ернегі мына тYPде беріледі

U = f  f f  , (6.1)
(JiM Tj) A

мундагы U -  жалпы жагдайда, он екі айны- 

малыга

тэуелді ^ ш т ік  функция, A -  dm1 жэне

dm2 элементар массаларыныц езара 
аракдшьщтыгы. Осы жумыста кYштік функ­
цияныц мына жуык ернегімен шектелеміз

U * f
mi(t)m 2( t)  2A2(t) + C2( t ) - 3J2

- + f m
2r

+fin2(t)
2A1(t)  + C1( t ) - 3 J 1

2r

j , =a ( a + в )+c , y  , .■=  1,2

(6.2)

(6.3)

J , -  екі естік симметриялы дененіц инерция центрін косатын O1O2 тYзуіне катысты T 
денелердіц инерция моменттері

a i’Pi’Yi -  O1O2 тYзуін T  денелердіц бас инерция естеріне байланысты багыттауыш коси­
нустары

(i ) * (i ) .  ( i z

а — i - i11 21
+ .

31 —
r r

( i  * ( i ) : ( n z— i + i
12 22

- .
32 —

r r r
(і( i  ( і( : a z

Y — i + i13 23
+ .

33 —
r r r

(6.4)

x lr ,y lr ,z /r  -  O gflZ i координаттар 
жYЙесініц айналмайтын естеріне катысты г 
векторыныц багыттауыш косинустары

с(($ -  козгалмалы жэне козгалмай- 
тын координаттар жYЙелерініц арасындагы 
бурыштардыц косинустары. Ары карай бізге 
кажетті шамалар темендегіше

c13 = sin /  sin 6  = cos(OziA O ^  ),

C23 = -  cos /  sin 6  = cos(Oz ,,д Оц ), (6.5)

c33 = cos 6{ = cos( O zA O Z ).

Сонымен, естік симметриялы бейстацио­
нар екі дененіц козгалысын кYштік функция­
ныц жуык ернегін есепке ала отырып зерт- 
тейміз.

К о р ы т ы н д ы
Абсолютті, салыстырмалы жэне барицен- 

трлік координат жYЙелерінде естік симмет-

риялы бейстационар екі дененіц ілгерілемелі 
-  айналмалы козгалысыныц дифференциал- 
дык тецдеулері алынды. Ньютон зацымен еза- 
ра эсерлесуші естік симметриялы бейстацио- 
нар екі дененіц ^ ш т ік  функциясыныц жуык 
аналитикалык ернектері керсетілді. Алынган 
нэтижелер гарыштагы бейстационар екі де- 
неніц ілгерілемелі -  айналмалы козгалысын
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зерттеуге мYмкіндік береді. А лы нган диффе- лецкий -  Черноусько айны м алы лары нда кос
ренциалды к тевдеулердіц негізінде ары ка- жYЙенщ динам икалы к эволю циясы н зерттеу
рай уйы тку теориясы н [1,5] пайдаланы п, Бе- жоспарлануда.
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