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Аннотация: В данной работе на основе ранее полученных постоянных и переменных параметров, 
характеризующих геометрию бинарных звеньев и относительные движения элементов кинематических 
пар, составлены матрицы бинарных звеньев и кинематических пар параллельного манипулятора вида 
3-PRRS. При решении обратной задача кинематики рассматриваемого параллельного манипулятора 
использованы эти матрицы преобразования.

Ключевые слова: параллельный манипулятор, трипод, обратная кинематика, постоянные параметры, 
переменные параметры, рабочая зона, кинематическая пара, матрица преобразования, гидроцилиндр

in v e r s e  k in e m a t ic s  o f  3Pr r s  t y p e  p a r a l l e l  m a n ip u l a t o r

Abstract: In this paper, on the basis o f  previously obtained constant and variable parameters characterizing 
the geometry o f binary links and the relative motions o f elements o f kinematic pairs, the matrices o f binary 
links and kinematic pairs o f  3-PRRS type parallel manipulator are composed. Using these transformation 
matrices, the inverse kinematics problem o f the considered parallel manipulator is solved.

Keywords: Parallel manipulator, tripod, inverse kinematics, constant parameters, variable parameters, 
workspace, kinematic pair, transformation matrix, hydraulic cylinder

З-p r r s  TYPДEO п а р а л л е л ь  м а н и п у л я т о р д ы щ  
к е р і  к и н е м а т и к а л ы щ  е с е б і

Ацдатпа:Берілген жумыста бурын алынган туращты жэне айнымалы параметрлер негізінде бинарлы 
звенолардыц геометриясын жэне кинематикалыщ жуптардыц элементтерініц салыстырмалы 
щозгалысын сипаттайтын 3-PRRS тYрдегі параллель манипулятордыщ бинарлы звеноларынъщ жэне 
кинематикалыщ жуптарыныц матрицалары щурылды. Осы тYрлендіру матрицаларын пайдаланып, 
щарастырылып отырган манипулятордыщ кері кинематикалыщ есебі шыгарылды.

TYUm di свздер: параллель манипулятор, трипод, кері кинематика, туращты параметрлер, айнымалы 
параметрлер, жумыс аймагы, кинематикалыщ жуп, тYрлендіру матрицасы, гидроцилиндр

Введение
В данной работе рассматривается реше

ние обратной задачи кинематики исследу
емого параллельного манипулятора, т.е. по 
заданным положениям подвижной платфор
мы определяются переменные параметры 
входных кинематических пар, которые, как 
известно, используются для управления дви
жением манипуляционных роботов [7-8].

Параллельный манипулятор трипод вида 
3-PRRS с тремя ногами по сравнению с па
раллельными манипуляторами-гексаподами 
с шестью ногами обладает большой рабочей 
зоной, малой металлоемкостью и простой 
сингулярной конфигурацией [1-6].
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1. Матрицы преобразования
Р а с с м о т р и м  о д н у  н о г у  O A B C D  ( р и с .1 )  

и з  т р е х  и д е н т и ч н ы х  н о г  и с с л е д у е м о г о  п а р а л 

л е л ь н о г о  м а н и п у л я т о р а  в и д а  3 - P R R S .
В  р а б о т е  [1 ] с  к а ж д ы м  э л е м е н т о м  к и н е 

м а т и ч е с к и х  п а р  ж е с т к о  с о е д и н е н ы  с и с т е м ы

к о о р д и н а т  U j V j W j  и  X k Yk Z k , ( j , k  -  1 , 2 , 3 , 4 ) 

и  о п р е д е л е н ы  п о с т о я н н ы е  и  п е р е м е н н ы е  п а 

р а м е т р ы . Н а  о с н о в е  э т и х  п о с т о я н н ы х  и  п е р е 

м е н н ы х  п а р а м е т р о в  с о с т а в и м  м а т р и ц ы  г е о 

м е т р и и  з в е н ь е в  G j k  и  м а т р и ц ы  к и н е м а т и ч е -

с к и х  п а р РJ

G 01 -

1 0 0 0

0 c o s  Y0 1 0 s in  Y0 1

0 s in  Y0 1 0 -  c o s Y0 1

c 0 1 0 1 0

(1)

Рис. 1 -  Нога OABCD параллельного манипулятора вида 
3-PRRS

Р

1 0 0 0 “ 1 0

0 c o s /?1 - s i n  в 0 0 0

0 sin в cos в 0 0 1

s 1 0 0 1
/ 1

0

(2) G 23 -

1 0 0 0“

a 23 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

(5 )

G 12 -

" 1 0 0 0 “ " 1 0 0 0 “

a12 1 0 0
Р3 -

0 c o s  6 3 -  s in  6 3 0

*12 0 0 1
, (3 ) 0 s in  6 3 c o s  6 3 0

0 0 - 1 0 0 0 0 1

(6)

" 1 0 0 0  “
" 1 0 0 0 “

0 c o s  6 2 -  s in  6 2 0 G 34 -
a 34 1 0 0

0 s in  6 2 c o s  6 2 0
, (4 ) 0 0 1 0

0 0 0 1
0 0 0 1

Р2

М а т р и ц а  п е р е х о д а  о т  а б с о л ю т н о й  с и с т е 

м ы  к о о р д и н а т  O U 0 V3W0  к  с и с т е м е  P X p Y p Z p  ,

(7 )

ж е с т к о  с о е д и н е н н о й  с  п о д в и ж н о й  п л а т ф о р 

м о й , и м е е т  в и д

Тo p

1 0 0 0
a OP  • c Yo p  + cYo p  •cP o p  - - c Yo p  • s P o p  -

+ b o p  ■s Yo p  ■s a OP -  s YO P ■c a O P ■s P o p - s YOP  ■ c a OP  ■ cP o p s Yo p  •s a OP

a OP  • s Yo p  - s Yo p  •cP o p  + c YOP  • c a OP  • cP o p  -

- b O P •c YOP  •s a OP c Yo p  •c a o p  •s  P o p - s YOP  •s P o p - c Yo p  •s a OP

cOP  +  bO P  • c a OP s a o p  •s P o p s a o p  ■ cP o p c a o p

(8)
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2. Решение обратной задачи кинематики
В  о б р а т н о й  з а д а ч е  к и н е м а т и к и  и с с л е д у е 

м о г о  п а р а л л е л ь н о г о  м а н и п у л я т о р а  п о  з а д а н 
н ы м  п о л о ж е н и я м  п о д в и ж н о й  п л а т ф о р м ы  о т 

н о с и т е л ь н о  а б с о л ю т н о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т

OUqV)W) , о п р е д е л я е м ы е  м а т р и ц е й  Т 0 р  ( 8 ), 
н е о б х о д и м о  о п р е д е л и т ь  п о л о ж е н и я  в х о д н ы х  

з в е н ь е в .  П е р е м е н н ы м и  п а р а м е т р а м и  в х о д 

н ы х  з в е н ь е в  р а с с м а т р и в а е м о й  н о г и  OABCD

я в л я ю т с я  s j  # 2  т .е .х о д  ш т о к а  г и д р о ц и л и н д р а
* *  5

1 и  у г о л  п о в о р о т а  з в е н а  2 . О с т а л ь н ы е  д в е  
н о г и  д а н н о г о  п а р а л л е л ь н о г о  м а н и п у л я т о р а  

и м е ю т  п о  д в е  а н а л о г и ч н ы е  в х о д н ы е  п е р е м е н 

н ы е  п а р а м е т р ы .

О п р е д е л и м  к о о р д и н а т ы  ц е н т р а  с ф е р и 

ч е с к о г о  ш а р н и р а  D ч е р е з  с и с т е м у  к о о р д и н а т
PXpYpZp

'  1  " "1 "

U D 0

Vd
11

0

W d  _ 0 (9)

г д е  м а т р и ц а  п е р е х о д а  о т  с и с т е м ы  к о о р д и н а т  PXp Yp Zp  к  ц е н т р у  с ф е р и ч е с к о г о  ш а р н и р а  D
и м е е т  в и д

Tp4 -

1

ap 4 ’ CJ_p 4
ap4 •syp4

cp 4

0 0 i
cYp 4 - syp4 • cap4
syp 4 cyp 4 • cap 4 ■

0 sap 4

0
syp 4 •sap4 

-cyp 4 • sap4
cap 4

(10)

П о д с т а в л я я  д а н н у ю  м а т р и ц у  T p  4  в  у р а в н е н и е  (9 ) ,  п о л у ч и м

1

Ud

Vd
Wd

1

bOp • s a Op • s Top + a OP • cYoP +

+  ap4 • c Yp4 •(c P op • cYop - ca Op •s P o p  •s Yop) -  

- a P4 • s Yp4 • (cYo p  •s P o p  + ca op •c P op • sYop) +  cp 4 • s a op • s Yop 
aop ■ s Yop + ap4 ■ c Yp4 •( c P op ■ sYop + ca op ■ cYop ' s P op) -  

-  a P4 • s Yp4 •( s P ops  • s Yop - ca op • c P op • cYo p ) -

-  bop ' c Yop ' s a Op - cp 4 • c Yop ' s a Op 
cop + bOp • c a op + ap4 • c f iop ■ s a op • SYp4 +
+ap4 • c y p 4 • s a op ■ s P op + cp4 • c a p4

(11)

Т е п е р ь  о п р е д е л и м  к о о р д и н а т ы  ц е н т р а  с ф е р и ч е с к о г о  ш а р н и р а  D  ч е р е з  м а т р и ц ы  п р е о б р а з о 
в а н и я  н о г и  OABCD у р а в н е н и е м

1

" 1 ' T
u D 0
vD -  G 01 P1 'G12 P2 'G 23 'G34 0
WD_ 0

- Ь12сУо1 + s i s7oi -

_:aj i s_7_°i _ °i l _
-bi2sy0i -S lcy0l +

C01 + a 12 1 a 23c 0 2 1 a 34c ( 0 2 + в 3 )

( 12)
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П р и р а в н и в а я  п р а в ы е  ч а с т и  у р а в н е н и й  (1 1 )  и  (1 2 ) ,  п о л у ч и м

-b12cY01 + s l s Y01 - a23s 701s e 2 - a 34s 701s (e 2 +в з )  = UD 

~b12s 7oi - sl c7oi +  a23c 7ois ®2 +  a 34c7ois (®2 + ® з ) = ^D  ’

c0 1 + a 1 2 + а23с в 2 +  a34c (0 2 + в 3 )  = WD  ,
(13)

г д е  UD,VD,WD я в л я ю т с я  и з в е с т н ы м и  в е л и 

ч и н а м и , о п р е д е л я е м ы е  у р а в н е н и е м  ( 1 1 ).

А н а л и з  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  ( 1 3 )  п о к а з а л ,  

ч т о  п е р в ы е  д в а  у р а в н е н и я  я в л я ю т с я  л и н е й н о  

з а в и с и м ы м и .  С л е д о в а т е л ь н о ,  о д и н  и з  п а р а 

м е т р о в  Л |, в -2 и  в 2 м о ж н о  в ы б р а т ь  с в о б о д н ы м . 

Д е й с т в и т е л ь н о ,  к а к  в и д н о  и з  р и с у н к а  1, з а д а н 

н о е  п о л о ж е н и е  т о ч к и  D  п о д в и ж н о й  п л а т ф о р 
м ы  о б е с п е ч и в а е т с я  п р и  р а з л и ч н ы х  п о л о ж е 

н и я х  ш т о к а  г и д р о ц и л и н д р а  1 , т .е . п а р а м е т р  ^ ,

c o s # 3 =
( s 1 -  Q ) 2  + M 2  -  a 23 -  a 34 

2 ' a 23 ' a 34

И з  у р а в н е н и я  (1 4 )  п о л у ч а е м

в 2 =  a r c s in
J  +  У  J 2  -  4  • I  • K  

2  • I
(15)

ч т о  с о о т в е т с т в у е т  д в у м  р а з л и ч н ы м  с б о р к а м  

д и а д ы  BCD.

у д о в л е т в о р я ю щ и й  у с л о в и ю >  a 23 +  a 34.

П о с л е  п р е о б р а з о в а н и я  п е р в о г о  и  т р е т ь е 

го  у р а в н е н и й  с и с т е м ы  ( 1 3 )  п о л у ч и м

I  • s i n 2  в 2  -  J  • s i n e 2  +  K  =  0 , (1 4 )

где I , J , K , Q, M  -  известные параметры, 

включая ^1 и еоБвз. I  = (^  - Q) + M  , 

J  = 2 • (a23 + a34 • cose3) • (S1 -  Q),

K  = (a2 3  + a 3 4  • cos вз ) -  M  ̂ ,

Q = UD +>h2' C° SY 01 . M  =Wd -C 01 - a 12 .
s in  Y0 1

3. Численные результаты
П у с т ь  з а д а н ы  д л и н ы  з в е н ь е в

a23 =  a 6 7  =  a ^  1 0  =  6 0 , a 3 4  =  a 7 4  =  a 10  4  =  7 0 . 

З а д а н ы  т а к ж е  п а р а м е т р ы

aop ,a o p , bop , Po p  , c o p  , У o p  ( т а б л и ц а  1 ),
о п р е д е л я ю щ и е  п о л о ж е н и е  п о д в и ж н о й  п л а т 

ф о р м ы  4  и л и  к о о р д и н а т  ц е н т р о в  с ф е р и ч е с к и х  

ш а р н и р о в  D,E,F.
О п р е д е л е н ы  з н а ч е н и я  у г л о в

в 2 , в з , в б , в 7 , в 9 , в ! 0 , и з  к о т о р ы х  в 2 , в б в

я в л я ю т с я  в х о д н ы м и  п р и  ^1 =  S5  =  S6  =  6 0 . Р е 

з у л ь т а т ы  р а с ч е т а  п р е д с т а в л е н ы  в  т а б л и ц е  2 . 

З н а ч е н и я  у г л о в  в  т а б л и ц а х  1 и  2  п р е д с т а в л е 

н ы  в  р а д и а н а х .

Таблица 1

i a O P a O P b O P P o p c O P T o p

1 3.5227 -0.3681 2.1350 -0.8027 78.0080 0.7680

2 3.5949 -0.2461 0.6570 -0.7930 79.4036 0.7777

3 3.5118 -0.4885 1.7399 -0.8164 78.4635 0.7543

4 3.5341 -0.1233 5.8025 2.3542 84.2415 -2.3581

5 3.5300 -0.2462 3.0123 2.3485 87.0785 -2.3638

6 3.5227 -0.3681 2.1350 2.3389 88.0080 -2.3735

7 0.6800 -0.2462 -14.5285 -2.3485 94.0904 2.3638

8 0.6457 -0.3681 -9.8578 -2.3389 89.1974 2.3735

9 0.5969 -0.4885 -7.5763 -2.3251 86.6901 2.3873
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Таблица 2

i
@2 @3 @6 @7 @9 @ 10

1 -0.9275 2.0794 -0.7799 2.4107 -0.7025 2.0794

2 -0.8859 2.0104 -0.7097 2.4016 -0.5619 2.0104

3 -0.8841 2.00801 -0.6606 2.4198 -0.6397 2.0080

4 -0.8822 2.1458 -0.9207 2.0194 -1.0482 2.1458

5 -0.8845 2 .2 0 0 2 -0.8610 1.9221 -1.1944 2 .2 0 0 2

6 -0.8757 2.2484 -0.7857 1.8197 -1.4824 2.2484

7 -0.9646 2.1482 -0.8922 2 .2 0 1 1 -0.4625 2.1482

8 -0.9276 2.0794 -0.9022 2.1849 -0.2645 2.0794

9 -0.8842 2.0080 -0.9234 2.1743 -0.0795 2.0080

Выводы
Составлены матрицы кинематических 

пар и бинарных звеньев одной из трех иден
тичных ног параллельного манипулятора 
вида 3-PRRS. На основе составленных мат
риц кинематических пар и бинарных звеньев

решена обратная задача кинематики иссле
дуемого параллельного манипулятора. Про
веден численный анализ решения обратной 
задачи кинематики.
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