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ПАРАМЕТРІ  БАР  ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ  ТЕҢДЕУ  ҮШІН 
ШЕТТІК  ЕСЕПТІҢ  БІРМӘНДІ  ШЕШІЛІМДІЛІГІ  ТУРАЛЫ 

Аңдатпа
Ақырлы интервалда параметрлеу әдісі негізінде параметрі бар дифференциалдық теңдеу үшін 

сызықтық шеттік есеп зерттеледі. Интервалды бөлу, бөлу нүктелерінде қосымша параметрлерді және 
жаңа функцияларды енгізу арқылы зерттелді. Параметрі бар шеттік есеп эквивалентті  параметрлері бар 
көп нүктелі шеттік есепке келтірілді. Алынған эквивалентті шеттік есеп жаңа функцияларға қатысты 
жай дифференциалдық теңдеулер үшін Коши есептерін қамтиды. Коши есебінің шешімінің кейіптемесін 
шешімнің үзіліссіздік шарттары мен шеттік шарттарына қою  арқылы енгізілген параметрлерге қатысты 
сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесі құрастырылды. Параметрлері бар шеттік есептің шешімін табу 
алгоритмі құрастырылды. Параметрлері бар шеттік есептің бірмәнді шешілімділігінің жеткілікті шарттары 
туралы теореманың тұжырымы ұсынылды. Бастапқы шеттік есептің бастапқы берілімдер терминінде 
оның бірмәнді шешілімділігінің жеткілікті шарттары алынды. Теоремалардың шарттарының орындалуын 
көрсететін мысал келтірілді.

Тірек сөздер: параметрі бар дифференциалдық теңдеу, шеттік есеп, шешілімділік, параметрлеу әдісі.  

Ұсынылып отырған жұмыста параметрі бар дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есеп 
қарастырылады 

(1)

(2)

(3)

мұндағы  – өлшемді , – өлшемді  матрицалары және  – 
өлшемді  вектор – функциясы  аралығында үзіліссіз,  – өлшемді  
матрицалары, – өлшемді  матрицалары,  – өлшемді  матрицасы және 

өлшемді  матрицасы – тұрақты, , , 
  ,  const. 
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(1)–(3) есебінің шешімі деп  аралығында  мәндері үшін (1) 
дифференциалдық теңдеуін және (2), (3) шеттік шарттарын қанағаттандыратын 
жұбын айтамыз, мұндағы ,   – параметр.

Кіріспе

Параметрі бар дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептер қолданбалы мате-
матиканың, физиканың, биологияның, медицинаның және т.б. салаларда қолданылады. Со-
нымен қатар мұндай есептер  әртүрлі процестерді модельдеу үшін ғылым мен инженерияда 
кеңінен қолданылады. 

Параметрі бар дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін шеттік есептерді шешуде тиім-
ділеу әдістерін, ауытқу әдістерін, ақырлы айырымдық әдістерін, максимум қағидаты мен тағы 
басқа әдістерді қолдану көптеген ғалымдардың жұмыстарында [1–9] қарастырылған. Соған 
қарамастан, параметрі бар  дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін шеттік есептердің 
бірмәнді шешілімділігін бастапқы берілімдер терминінде тағайындау және оның жуық 
шешімдерін табудың алгоритмдерін құру  мәселелері  ашық болып қалып отыр. 

Параметрі бар шеттік есептерді зерттеу мен шешудің конструктивті әдістерінің бірі 
параметрлеу әдісі.  Бұл әдіс Д.С. Жұмабаевтың [10] жұмысында жай дифференциалдық тең-
деулер жүйесі үшін шеттік есептерді зерттеуге және шешуге арналып жасалған. Ары қарай 
параметрлеу әдісі дифференциалдық теңдеулердің әртүрлі кластары үшін шеттік есептерді 
шешуде Д.С. Жұмабаевтың [11, 12] және оның оқушыларының жұмыстарында [13–22] орын 
алды. 

Ұсынылып отырған жұмыста Жұмабаевтың параметрлеу әдісі негізінде (1)–(3) есебінің 
бірмәнді шешілімділігінің  шарттары алынып, оның  шешімін табудың алгоритмдері құрылады.

Материалдар мен әдістер

Параметрлеу әдісінің сүлбесін пайдаланып, ],0[ T  аралығын келесі бөліктерге бөлейік:

Ізделінді  функциясының бөлінген аралықтарға сығылуын 
 деп белгілейік.  ,

, қосымша параметрлерін енгізіп және әрбір  , 
аралықтарында  , алмастыруларын жасасақ, онда келесі 
параметрлері бар пара-пар шеттік есебін аламыз:

 (4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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мұндағы (8) – шешімнің үзіліссіздік шарттары.

(4)–(8) есебінің шешімі деп жұбын айтамыз, мұндағы 

,

,  , .
(1)–(3) және (4)–(8) есептері пара-пар есептер болады. Егер  жұбы (1)–(3) 

есебінің шешімі болса, онда келесі жұбы, мұндағы

(4)–(8) есебінің шешімі болады. Керісінше, егер  жұбы (4)–(8) есебінің шешімі 
болса, онда 

, , ,  

,
теңдіктерімен анықталатын  жұбы бастапқы (1)–(3) есебінің шешімі болады, мұнда 

 параметрі  векторының соңғы компонентіне тең.

, , параметрлерінің бекітілген мәндерінде (4), (5) Коши есептері келесі 
интегралдық теңдеулерге пара-пар болады: 

            
             (9)

Енді интегралдың астындағы   функцияларының орнына (9) теңдеуінің 
сәйкес оң жақтарын қойып, бұл үдерісті  рет қайталасақ, онда  

 функцияларының келесі кейіптемелерін аламыз
  
    ,  (10)
мұндағы
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(10) теңдеулерінен  , шектерге сәйкес өрнектерді тауып, оларды 
(6)–(8) шарттарына қойып және (6), (7) өрнектерінің екі жағын да  көбейтсек, 

 параметрлер үшін келесі теңдеулер жүйесін аламыз:

       (11)
мұндағы

      
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0

 .
Сонымен белгісіз , ,…, , параметрлерін табу үшін (11) сызықты 

алгебралық теңдеулер жүйесін алдық, ал белгісіз  
функциясын (4), (5) Коши есебінен табамыз. Енді (4) – (8) есебінің шешімі төмендегі алгоритм 
арқылы анықталатын , ,2,1,0=k жұптар тізбегінің шегі ретінде ізделінеді.

0-ші қадам: 
а)  матрицасы қайтарымды деп жорамалдап,  параметрлерінің бастапқы жуық-

тауын  теңдеуінен табамыз, яғни ; 

б) табылған  қолданып және   аралықтарында 
, ,  болғанда (4), (5) Коши  есептерін шешіп 

 функцияларын табамыз.



68

HERALD  OF  THE  KAZAKH-BRITISH 
TECHNICAL  UNIVERSITY          No. 1(68) 2024

k-ші қадам: 

а) Табылған ,  функцияларын 
(11) сызықты алгебралық теңдеулер жүйесінің оң жағына қойып,

 

теңдеуінен ,  параметрін табамыз;

б)   аралықтарында , ,  , 

 болғанда (4), (5) Коши есебін шешіп , 
 функцияларын табамыз. 

Сонымен ,  жұптар жүйесін аламыз. 
Ұсынылып отырған алгоритмнің жүзеге асуы мен жалғыз шешімге жинақталуының 

жеткілікті шарттары және (4)–(8) параметрі бар шеттік есебінің бірмәнді шешілімді болатыны 
келесі теоремада келтірілген:

Теорема 1. Егер кез келген ,  үшін   матрицасының кері матрицасы 
бар болса және 

,

онда (4)–(8) есебі бірмәнді шешілімді болады.
(1)–(3) және (4)–(8) есептері пара-пар болғандықтан келесі тұжырым орын алады.
Теорема 2. Егер кез келген ,  үшін   матрицасы қайтарымды болса 

және жоғарыда келтірілген теореманың теңсіздіктері орындалса, онда (1)–(3) параметрі бар 
шеттік есебінің жалғыз шешімі болады және ол үшін келесі теңсіздік орынды:



69

ҚАЗАҚСТАН-БРИТАН  ТЕХНИКАЛЫҚ 
УНИВЕРСИТЕТІНІҢ  ХАБАРШЫСЫ № 1(68) 2024

1 және 2 теоремаларының дәлелдеуі [22] жұмысындағы теоремаларға ұқсас дәлелденеді.

Нәтижелер мен талқылау 

 кесіндісінде параметрі бар дифференциалдық теңдеу үшін төмендегідей шеттік 
есепті қарастырайық 

     
(12)

               

(13)

           

(14)

 

Параметрлеу әдісінің сүлбесін ескере отырып берілген  аралығын келесідей 

бөліктерге бөлейік:  мұндағы . Ізделінді 

функцияның бөлінген аралықтарға сығылуын  

, деп белгілеп, , , қосымша параметрлерін енгізіп 

және әрбір   , аралығында  , 

алмастыруларын жасайық. Соның нәтижесінде келесі параметрі бар шеттік есепті аламыз:

 

 

     

,            ,
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. 
 болғанда  матрицасы келесі түрде болады:

.

Теореманың шарттарының орындалуын тексерейік: 

 

Теореманың барлық шарттары орындалып тұр, олай болса берілген (12)–(14) параметрі 
бар шеттік есептің жалғыз шешімі болады. 

Қорытынды

Ұсынылып отырған жұмыста параметрі бар дифференциалдық теңдеу үшін сызықтық 
шеттік есеп Жұмабаевтың параметрлеу әдісі негізінде зерттелген. Бастапқы берілімдер 
терминінде оның бірмәнді шешілімділігінің жеткілікті шарттары алынған.

Қаржыландыру туралы ақпарат. Бұл зерттеулерді жүзеге асыруда Қазақстан Рес-
публикасы Ғылым және Жоғары Білім министрлігінің Ғылым комитеті қолдау көрсетті (Грант 
BR20281002). 
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Abstract
A linear boundary value problem for a differential equation with a parameter is investigated on a finite interval 

by the parameterization method. The studied boundary value problem with parameter is reduced to an equivalent 
multipoint boundary value problem with parameters by splitting the interval, introducing additional parameters at the 
points of splitting and new functions. The obtained equivalent boundary value problem contains Cauchy problems 
for ordinary differential equations with respect to new functions. By substituting the solution representation of the 
Cauchy problem into the boundary conditions and continuity conditions of the solution, a system of linear algebraic 
equations with respect to the introduced parameters is compiled. An algorithm for finding a solution to the boundary 
value problem with parameters is constructed. The formulation of the theorem on sufficient conditions of unique 
solvability of the boundary value problem with parameters is given. Sufficient conditions of its unique solvability 
are obtained in terms of the data of the original boundary value problem. An example showing the fulfillment of the 
conditions of the theorem is given.

Key words: differential equation with parameter, boundary value problem, solvability, parameterization 
method.
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ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ  РАЗРЕШИМОСТИ  КРАЕВОЙ  ЗАДАЧИ 
ДЛЯ  ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ  УРАВНЕНИЙ  С  ПАРАМЕТРОМ 

Аннотация
На конечном интервале методом параметризации исследуется линейная краевая задача для дифферен-

циального уравнения с параметром. Путем разбиения интервала, введения дополнительных параметров в 
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точках разбиения и новых функций исследуемая краевая задача с параметром сводится к эквивалентной 
многоточечной краевой задаче с параметрами. Полученная эквивалентная краевая задача содержит задачи 
Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений относительно новых функций. С помощью подста-
новки представления решения задачи Коши в краевые условия и условия непрерывности решения состав-
ляется система линейных алгебраических уравнений относительно введенных параметров. Построен алго-
ритм нахождения решения краевой задачи с параметрами. Приведена формулировка теоремы о достаточных 
условиях однозначной разрешимости  краевой задачи с параметрами. В терминах данных исходной краевой 
задачи получены достаточные условия ее однозначной разрешимости. Приводится пример, показывающий 
выполнение условий теорем.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение с параметром, краевая задача, разрешимость, метод 
параметризации.  


